Liege Netto Conrado (Uniso)

Lina Fldavia Morete (Uniso)

Mario Biazzi (Uniso)

Os grandes desafios da aritmética:
primos em p

RevisTa oe EsTunos Unversirarios | Sorocasa, SP | v. 31 | v° 1 | Jun. 2005 | p. 139-164




140 REVISTA DE ESTUDOS UNIVERSITARIOS

RESUMO

Este artigo tem por finalidade descrever alguns testes de primalidade, desen-
volvidos ao longo da histéria da Matematica, e fornecer subsidios matematicos
para que o leitor possa entender a idéia desenvolvida no algoritmo AKS.

Palavras-chave: matematica, histéria da; niimeros primos; algoritmo.

ABSTRACT

The purpose of this article is to describe some primalidade tests developed
throughout the Mathematic’s history and to supply mathematical subsidies so that
the reader can understand the idea developed in AKS algorithm.

Keywords: Mathematics, history of; prime numbers, algorithm.
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“O problema de distinguir niimeros primos de nimeros compostos e de
decompor 0s compostos em seus fatores primos é reconhecido como um
dos mais importantes e tteis na Aritmética. Estd engajado no trabalho di-
ario e na sabedoria dos modernos gedmetras a tal nivel que seria supérfluo
discutir o problema mais extensamente. Além disso, a dignidade da prépria
Ciéncia requer que cada recurso disponivel seja explorado para a solucao
de um problema tao elegante e tao célebre.” Karl Friedrich Gauss, Disquistio-
nesArithmeticae, 1801.

1. Introducao

Vamos tratar neste artigo de premissas necessdrias para a demonstracao
do algoritmo, para descobrirmos se um nimero ~ > 1, qualquer, inteiro, é
primo ou composto, além do préprio algoritmo, recentemente descoberto.
Os autores dessa proeza sao Manindra Agrawal, Neeraj Kayal e Nitin Saxe-
na, do Instituto Indiano de Tecnologia Kanpur. Os algoritmos para determi-
nacao de primalidade sao importantes na obtencdo de ntiimeros primos
muito grandes, usados na confec¢do de chaves privadas de encriptagao.
Atualmente dispoe-se de algoritmos probabilisticos que executam em tem-
po polinomial e acusam se um niimero €é primo, com baixissimo percentual
de erro. O AKS (Agrawal-Kayal-Saxena) é o primeiro algoritmo determinfs-
tico a executar esse teste em tempo polinomial. Neste artigo, discutimos as
bases matemdticas desse algoritmo. Os primeiros algoritmos criados para
testar a primalidade de um niimero remontam a Grécia antiga. Até 2002, os
principais algoritmos desenvolvidos para essa finalidade enquadravam-se
em duas grandes classes:

* De tempo ndo-polinomial e deterministicos: afirmam com 100% de
certeza a primalidade de um niimero, mas o célculo é realizado em
tempo exponencial. Exemplos: Crivo de Eratéstenes, Adleman-Rumely
((log n)O(log log log n))_

* De tempo polinomial, mas nao-deterministicos: a complexidade do
algoritmo € em fungédo de um polinémio — o tempo de célculo néo
“explode”, quando o niimero testado é muito grande — mas nao dio
certeza absoluta quanto a primalidade. Exemplo: Teste de Monte Carlo.

O grande desafio era, portanto, obter um algoritmo de complexidade

polinomial e deterministico. Caso esse algoritmo ndo existisse, 0 problema
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do teste de primalidade seria da classe NP-completo. No entanto, o algoritmo
AKS, apresentado no artigo “Primes is in P”, é da classe P

Vamos descrever alguns testes de primalidade desenvolvidos ao longo
da histéria da Matemadtica. O primeiro algoritmo conhecido é o Crivo de
Eratéstenes.

O crivo de Eratéstenes

Desde tempos remotos, os matematicos sio fascinados por problemas
que envolvam nimeros primos. Um dos problemas fundamentais dessa
area € determinar se um dado ndimero inteiro N > 1 é primo. Partindo dos
tempos antigos, desde os chineses e os gregos, muito se tem trabalhado
nesse tema. O Crivo de Eratdstenes, de 240 a.C., é o mais antigo algoritmo
para detectarmos se um ndimero €é primo.

O Crivo foi construido numa tabela para qualquer niimero inteiro; por
exemplo, 100 na forma:

= 2 3 EL 5§ 7 R 10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20
21222_32425262728@30&3233343536_7383940
ﬂ42£444546ﬂ4849505152@5455565758@60
ﬂ626364656667686970ﬂ72§7475767778@80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Os nimeros sublinhados sdo primos. Como chegamos a essa conclu-
sao? Comegamos pelo 1 que, por definicdo, nao é primo. O primeiro primo
positivo €, entdo, 2. Todos os muiltiplos de 2 sio necessariamente compos-
tos, por defini¢do. Exclua todos os pares. O proximo primo € 3. Por conse-
giiéncia, todos os miltiplos de 3 sdo compostos. Vamos excluir os multiplos
de 3 e, assim sucessivamente, até que alcancemos um niimero primo que
nao tem, na tabela, nenhum muiltiplo. Nesse caso aconteceu o fato para
n =11. De fato, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99 ja estavam excluidos, por serem
multiplos de outros niimeros primos. Com certeza, sO restaram numeros
primos, que sao os grifados. Qual €, entretanto, o embasamento tedrico do
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Crivo de Eratéstenes? E 0 teorema: “Todo nimero composto a é divisivel
por um primo tal que Va > p, sendo p esse primo.”
Sendo a um nlimero composto podemos representa-lo na forma: ¢ = b ¢
Onde 5>1 e ¢>1. Podemos supor c¢2b, sem perder a generalidade e,
entao, Vazb. Agora, se b>1, existe um divisor primo p, tal que
Va2b2p, e que serd divisor de b e, logo, de a.

O Crivo foi a primeira prova prética para determinarmos se um ntimero
€ primo ou composto. Jd no século XVII, Fermat provou o conhecido Pe-
queno Teorema que levou seu nome, no qual afirma que para qualquer
nimero prio p, e qualquer nimero a , ndo divisivel por p, a?~' = 1(mod D).
Embora os argumentos desse teorema ndo sejam seguros, até porque fa-
lham espetacularmente para os niimeros de Carmichael, esses resultados
tém sido o ponto inicial de diversos e eficientes testes de algoritmos de
primalidade (estamos aqui convencionando que o termo primalidade serd
usado para nomear testes, para sabermos se algum niimero é ou nio pri-
mo.). Este € o nosso segundo algoritmo para descobrirmos se um niimero
p € primo ou composto.

Pequeno Teorema de Fermat

Dado um nimero primo qualquer p, o resto positivo que um ntimero a
qualquer, inteiro positivo, deixa, quando dividido por p, deve estar na se-
qliéncia: 1, 2, 3, ..., p—1. Este é, entdao, um SISTEMA REDUZIDO DE RES-
TOS, médulo p. Podemos escrever o SRR (Sistema Reduzido de Restos) que
serd 1,2,3,... p—1, como os niimeros primos com p obtidos do SCR (Siste-
ma Completo de Restos). O Sistema Reduzido de Restos tem as seguintes
propriedades: i) sd3o p —1 ndmeros e ii) esses p —1 ntimeros sio dois a dois
primos entre si. Se a ndo é divisivel por p, ou seja, (p,a)=1, entdo a, 2-«,
3-a, ..., a(p—1) também constitui um Sistema Completo de Restos, no
modulo p. E verdade: sdo p—1 nimeros e se ai = aj(mod p) com (a,p)=1,
entao /= j(mod p). Como esses p —1 nimeros sdo dois a dois i incongruos,
entdo podemos afirmar que a = i(mod p) para algum i da seqiiéncia.

Sucessivamente:

2-a= j(mod p)
3-a=k(mod p)
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(» —Da=m(mod p)
Como sabemos, o produto das congruéncias mantém a congruéncia
verdadeira; logo:
a-2a-3a~...-(p——l)asl-2-3-...-(p—l)(modp)

ou seja,
al’“‘[l-2-3-...-(p—1)]1-2-3-...-(p—l)(modp)
e como
(1:2:3-...-(p~-1),p)=1,
entao,

a’~' =1(mod p), c.q.d.

Niimeros de Carmichael

Um nimero composto fmpar n é um nimero de Carmichael se, e so-
mente se, para todo a inteiro, com (a,7) =1, entdo g"! = I(mod n).

Para entender o nimero de Carmichael, suponha que n=9 seja um
nimero de Carmichael.

Entdo, a=1, 2, 4, 5, 6 ¢ 8 sd0 nlimeros positivos menores que nove e
primos com 9. Logo, 18, 2%, 48, 5%, 78 e 88 deveriam ser congruos a 1 mods9.
Ocorre que [ =1(mod9) e 8¢ =1(mod9) sao verdadeiras, porém 2%, 43, 5¢,
7% =1(mod9) sdo falsas. Portanto, 9 ndo é um ndmero de Carmichael. Na
realidade, o primeiro niimero de Carmichael é 561. A sucessio dos nimeros
de Carmichael é: 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341,
41041, 46657, ...

Para esses niimeros o Teorema de Fermat néo define 1 como um nume-
Io primo e, por isso, ndo podemos utilizar o Pequeno Teorema de Fermat,
como um teste de primalidade.

Em 1976, Miller usou essa propriedade para obter um algoritmo que
desse a primalidade que, depois, foi modificado por Rabin e ainda alterado
por Solovay e Strassen, que usaram os restos quadriticos (seus algoritmos
sao capazes de ser aleatérios sobre HRE, Hipétese de Riemann Extendida);
Critério de Euler e o Sfmbolo de Legendre. A seguir, apresentaremos um
terceiro algoritmo para descobrirmos se um ntimero p € primo ou composto.
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Restos quadrdticos

Um nimero a é chamado um RESTO QUADRATICO de outro ntimero
inteiro m >1 se a congruéncia

x? = a(mod m)

pode ser satisfeita para algum inteiro x.

Se x? # a(mod m) para todo x inteiro, entdo, a é dito ndo-resto quadratico
de m.

Convencionaremos aRm, quando a é um resto quadratico de m, e, aNm,
quando a é ndo resto quadrdtico de m.

Zero € ORm para todo m.

Seja agora p um primo; entao, o SRR (mod p) € 1,2, 3, ..., p—1.

Para p =2 s6 existe um resto quadrético: 1. O SRR no médulo 2 é 1.
x? =1(mod2) tem solugdo para x =1.

Para encontrarmos os restos quadraticos de p, basta tomarmos os qua-
drados do SRR: I?, 22, 3, ... (p —1)? e, como sabemos, (p —i)* = i2(mod p).
De fato, (p—i) =p?-2pi+i*(mod p), mas p?=0(modp) e 2pi=
= 0(mod p). Portanto, (p —i)* =i?(mod p). Logo, podemos reduzir esse sis-
tema para a seguinte seqiiéncia: 1%, 2%, ..., [(p —1)/2P. Aplicando para
p =7, temos: SRR 1, 2, 3, 4, 5, 6. Os quadrados do SRR sdo 12, 22, 32, 42, 52,
6’. Como (7-i)*=i*(mod7), j4 que 7>-2-7-i=0(mod7); entio,
6? =17, 5 =22, 42 =3 e podemos trabalhar apenas com a seqiiéncia 12,
2%, 32, Os restos quadréticos, quando p =7, sdo: 1R7, 2R7 e 4R7. Evidente-

mente 3N7, 5N7 e 6N7. 5

Quaisquer dois elementos da seqiiéncia 12, 22, 32, ... pTl sdo in-
congruentes. De fato, se dois desses niimeros sdo congruentes no médulo
p, entdo a congruéncia:
x"?=x2(mod p) implica que x?-x2=0(modp) e (x'+x)(x'-x)=
= 0(mod p)-x'-x =0(mod p) e x'= x (mod p) e, entdo, x'= x e ambos po-
sitivos e menores que p/2, ou, entdo, x '+x = 0(mod p) e dai x '= —x (mod p),
que € uma congruéncia impossivel, ja que 0 <x +x'< p.

Assim, os restos minimos positivos dos quadrados 12, 22, ..., [(p —1/2)?]
sdo todos incongruos, cqd.
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Entao, sao exatamente (p —1)/ 2 os restos quadréticos para um nimero
primo p qualquer, que é evidentemente, exatamente o nimero dos nao-
restos quadraticos.

Agora, p=11:

P=1, 22=4, 3?=9, 42=16, 5* =25, logo 1, 3, 4, 5, 9 sdo restos
quadrdticos de 11, e 2, 6, 7, 8, 10 sao nao-restos quadrdticos de 11. Isto por-
que =1, 3*=9,42=16=5, 52=25=3, 92 =81=4, no médulo 11.

Nota-seque 22 =4, 6 =36=3,72=49=5,8=64=9,102=100=1,
no médulo 11, o que confirma a previsdo inicial, conforme demonstrado
acima.

Critério de Euler

Seja p um primo e a inteiro. Do Pequeno Teorema de Fermat temos que:
a’”! =1(mod p)

pel
Portanto: a2 =+I(mod p)
O Critério de Euler nos diz que a serd um resto quadratico de acordo
com o resultado acima, onde

r-l
aRp se ;3" = 41(mod p)

e
p—1
aNp's€ 42 = _i(mod p)
Demonstragao:
afip pt  p-l
Se existir x? =a(mod p), entdo (x?)2 =a 2 (modp) e entdo
p-1 r-1

x”"=a? (mod p). Mas, como a 2 =1(mod p). Entdo x*~' = 1(mod p)

¢ verdadeira pelo Pequeno Teorema de Fermat.

aNp

2=l i
Se existir x* = a(mod p), entdo (x?) 2 =a 2 (mod p) e entdo como
p-l

a? =-Il(mod p), x”~' =-1(mod p), que é absurdo. Portanto aNp cqd.
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Simbolo de Legendre

Legendre introduziu um sfmbolo util na Teoria dos Numeros, para repre-
sentar o sinal quadrdtico de nimeros com referéncia a um modulo primo.
Seja a um inteiro positivo ndo-divisivel por p (primo), o simbolo de

.
a

a
Temos, entdo, que (; =lsearpe (;) =-1 se anp.

Uma vez que pelo critério de Euler

p-l il
a? =1%g2 = (mod p)

de acordo com aRp ou aNp, o simbolo de Legendre é somente definido pela
congruéncia

a7t = [3] (mod p),
P

Dessa definicao as propriedades seguintes do simbolo de Legendre
podem ser derivadas imediatamente.

Propriedades do simbolo de Legendre:

a' a
O3 )-(3) = aeaman
Demonstracgao:

Se a'= a (mod p), entdo as congruéncias binomiais quadraticas:
x? =d'(mod p) e x? = a(mod p)

tém ambas precisamente 0 ou 2 solugdes, isto é, @' e ¢ sdo ndo-restos
quadrdticos de p ou a' e a sdo restos quadréticos de p, de modo que no

primeiro caso:
p p
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e no segundo caso:

portanto, nos dois casos:

Demonstracao:
p-1

o .
Com efeito, se i a? (mod p), temos que

a_a') = (aa')pT_ = apT_ . a’!izi. = (ﬁ) : (EJ(mOd p)
2 p p

Como o simbolo de Legendre assume somente os valores 1 ou -1, se

aa a a'
fosse (7 ¢(;)(;), teriamos 1=-I(mod p) ou 2 =0(mod p), de

modo que p |2, o que é impossivel, visto que p > 2. Portanto:

(M)

*kk

2

c 1
(1 )(—J =1, Em particular, (—) =
p p

Demonstracao:

CHGIG) ()veli)--
(e (GG G-
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Se (ﬁ) = —1, temos (i) = (ﬁj - (3) =D =1
p p) \pl\p
Logo [i] =1, cqd.
p

A hipétese de Riemann

Defini¢do: A fun¢do-zeta de Riemann é:

g(s)= Zi
n=1 n
sendo s uma varidvel complexa e a parte real de s maior que 1.
Note que se R(s)<1, ¢(s) nao é convergente.
Sondow obteve uma representacdo de uma série de poténcias, usando
transformacoes de séries de Euler.
Essa representacao ficou:

— : Xk =5
g(S) j = 21—s 22"”2( 1)( )(k+l)

k=0

Essa forma da fungao-zeta tem zeros, conhecidos como zeros triviais.
Existem, entretanto outros zeros. Dai a Hipé6tese de Riemann 1:

1
Os zeros nao triviais de ¢(s) tem parte real igual a —.

Euler mostrou que a funcdo-zeta pode ser expressa também como o
produto sobre o conjunto dos primos.

g(s)= H _;)

Definicao: A integral logarltmlca lt(x) é definida como:

li(x) = L

logt
Assim:
dt

li(x)= Jlogt = E—lnIO-!E=ln10-lz(lnx)= In10- Li(x)

lnlO
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Dai
lilx)=In10-Li(x) = lnlO-J‘ld—tt =Inl0-(li(x)-li(2)) = ln]O-(li(x)—1,045]6)
n
2

Pois Nielsen e Ramanujan descobriram, de forma independente e si-
multanea, que:

o0 k
li(x)=7y+Inlnx +2““~”
~pk

onde ¥ é a constante de Euler-Mascheroni. Y =0,5772156649.

Lembrando que 7(x) é o nimero de primos menores que x, temos a
Hipdétese de Riemann 2:

1
w(x)=li(x)+0(x2"),

onde O(n) (conhecida como O-Grande) ¢ a notacao mais usada para esti-
mar a taxa de crescimento da funcio.

Definigao: f'(n)=0(g(n)), se existem niimeros positivos ¢ e N tais que
f(n)<cg(n), Vn> N.

Essa definigao € lida assim: fé O-Grande de g se hd um ndimero positivo
¢, tal que fnao seja maior do que cg para n’s suficientemente grandes, isto
€, para todos n’s maiores que algum ntimero N. A relacdo entre fe g pode
Ser expressa, estabelecendo tanto que g(n) é um limite superior no valor de
f(n) ou que f cresce no méximo tio rdpido quanto g.

Essa defini¢ao estabelece somente que precisam existir certos ¢ e N,
mas nao da qualquer sugestdo de como calcular essas constantes. E, ainda,
ela nao coloca quaisquer restri¢oes sobre esses valores e d4 pouca orienta-
¢do em situagoes, quando existem muitos candidatos. De fato, geralmente
existem muitos pares de c’s e N's que podem ser dados para um mesmo par
de fungoes fe g.

Na Hipdtese de Riemann Extendida 2 temos, entdo, a relacao:

m(x)-li(x)=0(x2")

Finalmente, podemos estabelecer mais duas hipéteses eqiiidistantes,
também sobre nimeros primos.

Precisamos de duas novas funcges: as fungdes y e ¥, funcoes de
Chebyshev.



OS GRANDES... 151

Definicao:
W(x)= 3 log p =log(mme(1,2,3...,[x]))

k
ptsx
sobre todos os primos p e todos inteiros ndo-negativos k.

Agora, temos Hipotese de Riemann 3:
1
Ve>0 y(x)=x+0(x? E')
ou

y(x)-x =0(x?")

ﬁ(x)zzmgp

P=x

Definigao:

e dado o enunciado da Hipétese de Riemann 4:
1

Ve>0 dx)=x+0(x2)
ou

+g

)

82| -

Y(x)—-x =0(x

A (HRE) hipétese de Riemann extendida

Vamos, primeiro, definir a fungdo L,, de uma varidvel complexa s:

(7)1 n
L,(s)= Z g onde r é o Simbolo de Legendre, j4 visto, que foi

n=l

definido como:

n 0 se pin,
— ={ 1 se n é resto quadrdtico mod p e p ndo divide n
P -1 se n € néo resto quadrdtico mod p e p néo divide n

A HRE é entao:

Hipétese de Riemann Extendida 1:
Todos os zeros de L ,(s) com parte real estritamente entre zero e 1 tém

1
a parte real igual a 5



152 REVISTA DE ESTUDOS UNIVERSITARIOS

Hipétese de Riemann Extendida 2:
Para n e a inteiros, primos entre si e £ > 0

T(x,n,a) = o) +0(x2")

T(x,n,a) é aqui o nimero de primos menores ou iguais a x e congruentes
a a mod n.
®(n) € a equacio de Euler.

Defini¢do: Chama-se fun¢do de Euler a fungao aritmética ¢, assim de-
finida para todo inteiro positivo n:
®(n) = ndmeros de inteiros positivos < n e que sdo primos com n.
Em outros termos, ¢(#) = niimero de inteiros da seqiiéncia finita:
1,23, ..,n-1n
que sao primos com #.

Portanto, ¢(n)= niimero de elementos do conjunto:
{xeN|l<x<ne mdc(x,n) =1}
Em particular, ¢(1) =1, porque o unico inteiro positivo <1 é o proprio
1eo mde(l,1)=1.
Para todo inteiro n > 2, mdc(n,n) = n#1, de modo que ¢(7) = nimero

de inteiros positivos < 5 e que sao primos com n. Logo, ¢(n) < n para todo
inteiro n>2.

Hipétese de Riemann Extendida 3:
Definimos a L-fungdo de Dirichlet como sendo:

L x)=Y 28

)
nzl n

onde a parte real de s > 1.

A fungéo L(s,x) tem muitos zeros em 0 <R(s)<]1.
Entao a Hipétese Extendida de Riemann ¢ que todos os zeros naquele

1
intervalo tém a parte real 2

Essas sao as Hipéteses Extendidas de Riemann.

Em 1977, Solovay e Strassem publicaram o algoritmo Monte-Carlo que
foi o primeiro algoritmo aleatério para testes de primalidade. Esse algoritmo
pode ser nao-aleatério com o uso das Hipéteses de Riemann Extendidas.
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Solovay-Strassen

O algoritmo é da forma:

Tome um inteiro impar » > 3;

Escolher aleatoriamente a da seqiiéncia (1,2,3,..., n—1);
Se mdc an)=1

n—1
Se (ﬁ] = aT(mod n);
n

Entdo n primo
Se nao
n composto

Sugerimos que se faga o teste com: 19) n=15ea=4 e 2%)n=1lea=5,
mesmo jd sabendo que 15 é composto e 11 é primo.

Teorema: Se 7 é primo, o teste de Solovay-Strassen nos d4 um primo. Se n é
composto, nos dd um composto para no minimo !/2 dos a@’s em (1,23,...,n-1).
O algoritmo trabalha em tempo polinomial.

Assim, o algoritmo Solovay-Strassen atualmente apresenta um certifica-
do para encontrar nimeros compostos, melhor que de primalidade.

A meta final desta linha de pesquisa é, certamente, obter um algoritmo
polinomial deterministico e incondicional para teste de primalidade. Foi
alcangado isto, quando foi dado um O((log n)'?) tempo algoritmo para
testar se um ndmero € primo. Heuristicamente, o algoritmo é muito me-
Ihor: sob uma ampla conjetura, acredita na densidade dos primos de Sophie
Germain (primos tais que 2p +1 também é primo), o algoritmo utiliza
apenas O((logn)®) passos. A exatiddo da prova do algoritmo requer so-
mente recursos simples da dlgebra, exceto em relacéo a Teoria do Crivo na
densidade dos primos p com p—1, tendo um fator primo enorme.

Primos de Sophie Germain

Um primo p € dito primo de Sophie Germain se tanto p quanto 2p+1 sdo
primos. Os primeiros primos de Sophie Germain sdo 2, 3, 5, 11, 23, 29, 41,
53, 83, 89, 113, 131,... Os niimeros primos de Sophie Germain menores que
10" para n =1, 2, ... sdo 3, 10, 37, 190, 1171, 7746, 56032, ...
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O maior primo de Sophie Germain conhecido é 2540041185-2'%% _1,
que tem 34547 digitos. Nao se sabe se existe um niimero infinito de primos
de Sophie Germain.

Os primos p de Sophie Germain na forma p =4k -1 (que fazem 2 p +1
um primo) correspondem as relacoes de niimeros de Mersenne compostos
M,.

pUm numero de Mersenne é um nimero da forma

M,=2"-1,

onde n é um inteiro. Os primeiros nimeros de Mersenne sio 1,:3,7:15, 31,
63, 127, 255, ...

PRIMOS DE SOPHIE GERMAIN
P q=2p+1 p g=2p+1
2 5 191 383
3 7 19391 38783 ]
5 11 38183 ' 76367 il
i 23 ' 1508051 3016103
23 47
29 59 190909091 381818183
41 83 352909253 705818507
53 107 |
83 167 38371917383 76743834767
89 179
113 227 3947847493 78949694987
131 263 39493939493 78987878987

Esses foram alguns algoritmos desenvolvidos para descobrirmos se um
namero qualquer p é primo ou composto. Com essas premissas vamos ver
as ferramentas para a demonstracio do algoritmo AKS. Qual a idéia bésica?

2. Idéia bdsica e desenvolvimento

Os testes do algoritmo sdo baseados na seguinte identidade para nime-
I0S primos:
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Identidade: Suponha que a e p sdo primos entre si. Entio, p € primo se
e somente se

(x —a)’ =(x? —a)(mod p)
Prova:

(x - ) = i(—l)"(f’ }xa
1

i=0
Condicdo necessaria:
Provemos que, se p € primo, (x —a)? = (x” —a)(mod p).

P
Antes de qualquer coisa, provemos que (i ] € inteiro:

Seja n tal que n=a+ b;
Entdo b=n-a.

AT n) (a+b)!
a) am-a)!“\a)  ap -

n
Se (a) for inteiro, a!bY/(a+ b)!. Por inducio finita...

*Para n=2, a=1e b=1.

albl(a+ b)!

-1/ + 1)!

1/2 (ok)

* Fagamos a+ b= n+1. A hip6tese da inducio fica, entdo:
(a=D+b=n..(a=DbY(a+b-1)!
ou a+(b-l)=n..al(b-1)(a+b-1)!
Da hipétese

(a=D'bY(a+b-1)!, vem

a-(a=1)!bY a-(a+b-1)!

alby a(a+b-1)!

Analogamente, da hipétese,
al(b—1Y(a+ b-1)!, ou
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alb(b—1)V b(a+b-1)!

E a!'by bla+b-1)!
Logo,

a'b/ a(a+b—-1)+b(a+b-1)!
a'bY(a+b-1)!(a+ b)

a!bl/(a+ b)!, cqd.

P ;

Provemos também que (i ] € miuiltiplo de p:

p p! pp-1)! (p-D!
De fato, (i ) = = =P i e, portanto, é mul-

Cilp- ip-i C iNp-
tiplo de p.

(x —a)y’ = i(—l)f(f’ ),r P-4 (mod p)
I

i=0

p-l1
k—a)y =x* +Z (—l)i(.p}x”"a" —a” (modp)
i=l l

i
(x —a)? =x” —a”(mod p)
Mas, (a,p)=1 e a» = a(mod p), logo
(x —a)’ =(x? —a)(mod p), cqd.

Como (‘p ] € inteiro e muiltiplo de p, entdo ( p ) =0(mod p) e
i

Condicao suficiente:
Provemos que se (x —a)” = (x? — a)(mod p), entdo p é primo:

Suponha p composto. Seja ¢ um primo, tal que p=g*“N e, portanto
q*/ p. Entao g* ndo divide (p] e (g%,ar1)=1.
q

De fato,

(p)_ P! _ _(@N) _g*N-(¢*N =1)-....(p—g+1])
q

—q!(p—q)!_q!(p—q)!_ ge (g =12 3-2-1
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=ﬁ_N-(q"N—1)-...-(p—q+1)=qk“1N-(q"N——1)-...-(p—q+l)
q g-1-...-3-2:1 (g-1-...:3-2-1 '

p p
E dai, q""/(q) e g* ndo divide [q]

O coeficiente de x» é P lar-4 #0(mod p) e, portanto, (x —a)? #

(x? —a)(mod p), mas (x — a)c{’ = (x? — a)(mod p) — ABSURDO. Logo, p é
primo, cqd.

Assim, dado um p como entrada, podemos tomar um polinémio
P(x)=x —a e verificar se a congruéncia acima demonstrada ¢ satisfeita
ou ndo. Isso requer tempo, pois precisamos avaliar p coeficientes, na pior
hipétese. Entdo, para que isso se torne possivel, avaliaram-se ambos os la-

dos da congruéncia médulo um polinémio da forma x” —1. Uma das
iteracoes do algoritmo consiste em verificar as congruéncias:

(x—a)=(x?—a)(modx”—1,p)

O algoritmo primeiro escolhe um r adequado. Este r é adequado, se é

um primo = O(log® p) e se ¥ —1 contém um fator primo de tamanho pelo
1
—+8 : ;
menos 72 = para alguma constante & > 0. Portanto, o algoritmo verifica a

congruéncia para um pequeno numero de a's.

Seja, por exemplo, p=7, a=2 e r=3:

Os polindmios da forma x» —a e x” —1 ficariam x7 —2 e x3? -1, res-
pectivamente.

Precisamos demonstrar que (x —2)” =x7 —2(mod 7).

Para tal vamos recorrer ao médulo polindémio x3 —1.

Temos que:

(x —2)' =x7—-14x6 +84x5—-280x* +560x3 —672x2 +448x —128

Ao dividirmos (x —2)7 por x3 —1, temos por resto da divisao o polin6-
mio —588x2 +169x +418.

Dai, como ja sabemos, (x —2)7 = (—588x2 +169x +418)(mod x3 —1).
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Agora, x7 —2, quando dividido por x3 —1 deixa resto x — 2 e, portan-
to, x7 —2=x —2(mod x3 -1).

No médulo 7 temos que —588x2 +169x +418 = x + 5(mod 7), pois

=588 = 0(mod 7);

169 = 1(mod 7);

418 = 5(mod 7).

e entao,

—588x2 = 0(mod 7);

169x = x (mod 7);

418 = 5(mod 7).

Portanto, —588x2 +169x +418 = x + 5(mod 7).

Mas x +5=x —2(mod 7).

Como (x7 —2) = (x —2)(mod x? —I)e (x —2)" =(-588x2 +169x +418)
(mod x 3 —1), podemos trabalhar com x7 —2 = x + J=(x—-2)"(mod 7).

O que nos conduz a tese do exemplo.

Com esses artificios chegamos, de maneira muito mais rapida, a conclu-
sdo de que x7 -2 =(x —2)7(mod 7)

3. Notacdo e Preliminares

Lema 3.1. Seja p e r nimeros primos, p # r.

1. O grupo multiplicativo de qualquer campo £, para t > o, denotado
por Fp‘,, é ciclico.

Defini¢do 1: Seja G um conjunto nao-vazio e (x,¥) = x *y, uma lei de
composicdo interna em G. G € grupo se e somente se obedece as seguintes
propriedades:

a) Associativa: a*(b*c)=(a*b)*c, Va,b,c € G:

b) Elemento Neutro: Je € G |a*e=e*q= a, VaeG;

¢) Elemento Inverso: Va e G, Ja'e G la*a'=a"*=8;

Se a lei de composicdo for uma “multiplicacdo”, temos um Grupo
Multiplicativo.
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Para F),.:

a) Associativa: p' -(p“-p*)=(p' - p)- p*, Vo', p%p* € Fy;

b) Elemento Neutro: Jee G | p* -e=e- pt = p',Vp' € F,.,onde e = po;

¢) Elemento Inverso: Vp' € F,., 3p''e G |p'-p!'=p!"p' =e, onde
p'=p

E, portanto, £, é grupo multiplicativo.

Definigdo 2: Um grupo multiplicativo é ciclico se:

JdaeG|G={a"/meZ}

G =[a] e a é gerador de G.

Obs.: O mesmo grupo multiplicativo pode conter mais que um gerador.

De fato, o gerador de £, serd p, pois p’ com t >0 gera F:

2. Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Entio fx)r=
J(x7)(mod p).
fX)=a+ax +...+a;x?
S(x) =(ay+ax +...+axd)r
Sxr)=a+axr+.. . +a,(xr)

§: i i p!

) ) ) (AR -

O coeficiente de x’ em f(x)» é il ol ).
i}+2i}+...+di,j=i

Essa soma € divisivel por p, a menos que um dos j,’s seja p. Neste
tltimo caso o coeficiente de x, serd a; e alx; = a;x;(mod p).
x7 =x(mod p)
(x7) =x2(mod p)

(x7) =x4(mod p)
Assim,
f&xP)=ay+axr +...+a;(x7)(mod p)
SxP)=a +ax +...+auxd = f(x)(mod p)
Jxr)=(a+axr+...+a;(x 7)) (mod p)
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fxP)=ay+ax +...+axd = f(x)(mod p)
Logo, f(x?)= f(x)r(mod p)

Observe o exemplo:
Seja f(x)=a +ax + ax?
S =a +ax’ +ax s

Sx) =(a+ax +ax2) =

=(a + ax P +3(a + ax )2 ayx ? +3(a + ax )a3x* +aix6 =
=a +3aiax +3ayax? + aix 3 + & +2aax +a2x)ax? +
+H3apaix* +3aiaix S + @x 6 =

=& +3aiax +3apalx? + adx3 + 3aimx? +6ayaiax’ + 3ataxt +
+3a0aix * +3a1a3x 5 + @x 6 =

= a5 +3ajax +3ay(a} + aya )x2 +(a} + bayaa, )x 3 +

t3(atm + anad )x* +3aaix s + aix 6 =

Mas,

a; = ay(mod 3)

3agax = 0(mod 3)

3ay(af + apa, ) = 0(mod 3)

(@ +6ayma,) = a + 0(mod 3)

3(afay + aya3) = 0(mod 3)

3aia? = 0(mod 3)

@ = a(mod 3)

Logo, JxP=a+ax?+axs - f(x)y = f(x3)(mod 3)
3. Seja h(x) um fator de xr —1. Seja m =m,(modr). Entdo x» = xn
(mod A(x)). m = m,(mod r) . m = kr + m,
x"=1l(modx” —1)
x* =](modxr —1)
xkrtmr = xm (modx” —1)
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xm Exm,(modxr_l)
Mas, h(x)/ xr—1e x"—1/xm—xm

soxr= x m-(mod A(x))

xr—1

4. Seja o,(p) a ordem de p no médulo r. Entdo, temos em F), :
x —
que € um polindmio que pode ser escrito como produto de polindémios
irredutiveis que tem grau igual a o,(p).

x7—1

Vamos admitir que O,(p)=d. Suponha ainda que O,(x)= é

um polinémio que tem um fator irredutivel A(x) em F, sendo que o grau
de A(x)=k.
Para provar a tese 4 do lema, basta provar que O,(p) = grau de h(x),
ou seja d =k.
Pelo fato 2 do lema, temos que
g(x)? = g(x ?), onde g(x) é um gerador do grupo ciclico F, 5
ou ainda g(x)?? =(g(x ?))? e pelo fato 3 do lema temos
g(x)P4 = g(x) e, finalmente,
g )r-1 =1,

Jd que (p* —1) é a ordem de g(x), temos que (p* —1)|(p? —1) e isto
implica que k|d, pois na divisao de (p? —1) por (p* —1) obtemos por
resto p?-"k —1 com n natural e dai d —nk =0 e k|d.

Também temos que r|(p* —1), isto 6, p* =1(mod r). Concluimos,
entdo, que 4 | k.

Se k|d e d|k, entao d =k, conforme querfamos demonstrar.

Lema 3.2. Seja P(n) o maior divisor primo de n. Entdo, existem cons-
tantes ¢ >0 e n’ tais que, para todo x > »'

[{p|p éprimo, p<x e P(p—1)>x23}|>¢ =
log x

Exemplo:
n=12, P(12)=3
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p=17, P(16)=2
p=23, P(22)=11

Lema 3.3. Seja m(n) o nimero de primos < n. Entio, para n2>1:

<mny< "
6logn logn

Para n=10, m(n)=4
10 3 p 80

Dai teremos: 6logl0 3 log10 A

4. O Algoritmo
1. se (n é da forma a?, b>1) saida COMPOSTO;

2. =2

3. enquanto (r <n) {

4. se (mdc (n,r) #1) saida COMPOSTO;

5. se (r € primo)

6. torne g o maior fator primo de » —1;
r-1

T se (g2 4\[r.log ne(a z I(mod 7))

8. interrompe;

9, F<r+1 (acumula »+1 em r)

10. } -

11. para a =1 até 2\'r logn

12. se ((x —a)"# (x" — a)(mod x " — 1, n)) saida COMPOSTO;

13. saida PRIMO.

O algoritmo responde primo se e somente se 7 é primo.
Para a demonstragao dessa frase alguns lemas foram demonstrados:

LEMA 1 — Existem as constantes positivas ¢, e ¢, para as quais existe
um primo r no intervalo [¢,(logn)s,c,(logn)¢] tal que r —1 tem um fator
primo g 24+/r logn e q|o,(n).
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LEMA 2 — Se n € primo, o algoritmo responde primo.

LEMA 3 — No campo F,[x J/(h(x)) o grupo gerado pelos ! binomiais
(x—a), 15a<gl
G={]J¢x-a)=|0a=0Vi<a<

1<a<d
d !
é ciclico e de tamanho > (7) >(dlly,

LEMA 4 — O conjunto [, € fechado em relacao a multiplicagio.

LEMA 5 — Seja a ordem de g(x) em F,[x}J(h(x)), O,. Seja m,,
m, € Iy. Entao, m, = m,(mod r) implica que m, = m,(modo,).

LEMA 6 — Se n é composto, o algoritmo responde composto.

O nosso objetivo, neste artigo, ficou restrito a fornecer subsidios mate-
madticos para que o leitor possa entender a idéia desenvolvida nos treze
passos do algoritmo AKS. Esperamos ter alcangado esse objetivo.
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