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RESUMO

As equagdes de 1°. e 2° graus sdo resolvidas de forma elemen-
tar. A formula de Baskara resolve as equagdes do 2°. Grau. Um
estudo sobre o comportamento das equagdes de 3°. e 4°. graus e
a busca dos discriminantes dessas equagdes constituem o tema deste
artigo e fizeram parte do Curso de Algebra Superior ministrado no
Curso de Pds-graduagiio de Matematica, na Universidade de
Sorocaba - UNISO, em 1998.

ABSTRACT

The equations of 1" and 2" degrees are solved in a simple
manner. Baskara's formula solves the 2" degree equations. A
study on the operation of 3" and 4" degrees equations and
their discriminants is the theme of this article and was part of
the class on Higher Algebra given at the Post-Graduation
Course in Mathematics, at the University of Sorocaba, in 1998.
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Introducdo

O que é uma EQUACAO e o que significa RESOLVER UMA EQUA-
CAO?

Dadas duas fung¢des pOllIlOllllEllS y= t(x ) e y=g(x),chama-se EQUA-
CAO POLINOMIAL ou EQUACAO ALGEBRICA a sentenga aberta f(x)
= g(x).

Dada uma equag@o polinomial f(x)=g(x),chama-se RAIZ da equagdo
todo numero que, pertencendo ao conjunto Universo desta equagio, substitui-
do em lugar da varidvel x, torna a sentenga verdadeira. Desta forma, r €raiz
da equagdo f(x)=g(x),se f(r)=g(r)éuma sentenca verdadeira.

Chama - se CONJUNTO SOLUCAO ou CONJUNTO VERDADE da
equacdo f(x)=g(x) o subconjunto do conjunto Universo tal que qualquer
que seja z pertencente ao conjunto verdade, entdo f(z)=g(z) é verdadeira.

Resolver uma equacgéo polinomial € encontrar seu conjunto solugéo.

Duas equacdes polinomiais sio EQUIVALENTES, quando apresentam o
mesmo conjunto verdade tendo o mesmo conjunto Universo.

Para qualquer equag&o polinomial f(x)=g(x) através de simples transfor-
macdes algébricas sempre podemos obter uma equivalente na forma p (x)=0.

Dada uma equag@o algébrica p (x ) =0, diremos que a equagio ¢ de GRAU
n (néum inteiro positivo ), se n € o maior expoente da variavel onde o coeficiente
¢ diferente de zero. A equagdo 5x* -3x? -x +4=02¢, entdo, de grau 3.

Como toda equagdo polinomial pode ser colocada na forma

= n-1 n-2 —
P(x)=ax"+a x"+a , x™+..taxta, 0

podemos dizer que o polindmio P (x ) de graun > 1, entdo admite exatamente
n raizes complexas.

Equacgaées do 1° grau

A equagio geral do 1° grau pode ser escritana forma ax +b=0,ondeae
b sdo niimeros complexos quaisquer, com a nio nulo. Sua resolugéo € bastante
simples e sua raiz é Gnica e da forma x =-b/a que ¢ o unico elemento do
conjunto solugado.
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Exemplo:

.Seja aequagdo 4 x+9=0. Seuconjunto verdade é um conjunto unitario
cujo unico elemento € araiz -9/4

Equacgées do 2° grau

Seja dada a equago quadratica ax® + bx + ¢ = 0. Como necessariamente
a #0, sem perda de generalidade podemos afirmar que € equivalente a equagdo
x?+px + q =0, onde os coeficientes p=b/a e q=c/a sfo coeficientes
complexos quaisquer. Esta equagio pode ser escrita na forma

(x+p2) + (q- p*/4)=0

Como sabemos pode - se extrair a raiz quadrada do numero complexo
2 " r e r .
(p*/4) - q, e araiz quadrada é ainda um nimero complexo. Os valores daraiz,
que se diferenciam pelo sinal apenas, escrevemos na forma

2

p
+*\|—— - q portanto,

4

p2
x+p/2 =t\[— -q
4

ou seja, as raizes da equagdo dada podem ser encontradas ao aplicarmos a
formula, bastante simples,

p’ pE\|P*-4q
X==Pplidit\— = 4 ;X =
4 o

que éa FORMULA DE BASKARA.

Equacgades cubicas

A diferenga do caso das equagdes quadraticas € que, at¢ agora, nao temos
um método para a resolugdo das equagdes cubicas, inclusive para o caso de
coeficientes reais. Vamos, agora, buscar uma formula semelhante a formula de
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Baskara para as equagdes cubicas, supondo-se ainda que os coeficientes sio
numeros complexos. Seja dada a equagdo cubica,
y +ay® +by +e =0

com coeficientes complexos quaisquer. Esta equagdo ¢ absolutamente geral. ja
que o coeficiente do termo de terceiro grau pode ser considerado 1. com pro-
cedimentos semelhantes aqueles efetuados. quando da discussdo da equagdo
de segundo grau.

Substituindo - se na equagio a incognita y por uma nova incognita X, ligada
ay por meio da seguinte mudanga de variavel,

)T:x -

w’:.:

resulta uma equagdo na incognita x; esta equagao, como podemos demonstrar
facilmente, nio contém o termo que a variavel esta ao quadrado, ou seja. € uma
equag¢do na forma,

X tpxtq=0 (%)

Se nds conseguirmos encontrar as raizes desta equagio, teremos as raizes da
equagdo original e nosso problema estara resolvido. Portanto, nosso problema.
agora, € resolver esta equagdo “reduzida” com quaisquer coeficientes complexos.

Pelo teorema fundamental esta equagdo tem trés raizes complexas. Seja X,
uma destas raizes. Introduzamos uma incégnita auxiliar u e examinemos o
polindémio,

D

2 = 114 ,
f(u)=uw -x, u- 3

Seus coeficientes sdo niimeros complexos, possuindo, portanto, duas raizes
complexas o ¢ 3. Pelasrelagdes entre “coeficientes e raizes™, temos,

o+ fB=x,
af=-p/3 (*)

Substituindo estes valores na equagdo anterior, temos,

(a+B) +p(a+P) +q=0



66 REVISTA DE ESTUDOS UNIVERSITARIOS

e R s = i S R E G|

ou seja
o+ B +(30B+p)(a+P) +q=0
Dai, como oy =-p/3, deduzimos que 3 ab + p =0, donde resulta,

ot B =-q
e também
o BP=-p /27 (**)
Destas ultimas igualdades podemos concluir que o® e * sdo raizes da
equagdo quadratica

3
2 TR - Tl =(), com coeficientes complexos.

Resolvendo - se tal equag@o, obtemos,

Obtivemos a seguinte formula, conhecida pelo nome de formula de Cardano,
que expressa as raizes da equagao ( *)mediante seus coeficientes, valendo - se
de radicais quadrados e cubicos:

Como o radical ciibico tem trés valores no campo dos numeros complexos,
as formulas obtidas anteriormente nos dao trés valores para o e trés valores para
B. Portanto, ao aplicarmos a formula de Cardano, ndo se pode combinar qualquer
valor do radical o com qualquer valor do radical 3; para um valor dado de ot deve
- se tomar somente aquele dos trés valores de B que satistaz as condigdes (**).
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Seja o, um dos trés valores do radical o. Entdo, como jaé conhecido da
teoria dos mumeros complexos, os outros dois podem ser obtidos multiplicando
-se Q pelaraizes cubicas € e € daunidade:
g=0 & O.=0 &,
Designemos por 8, o valor do radical B que corresponde ao valor o do

radical o segundo o8 =-p/3,de modoque o, B, =-p/3
Os outros valores de 8 serdo

B,= B, & B;=5 ¢

Como ¢* =1

o, B,= @ eB, & = o B, & =, B, = —p/3.

o valor de o, doradical o corresponde ao valor B, doradical 3; analogamente
o valor B2 corresponde ao valor . Portanto, todas as raizes da equagao
original x*+px+q=0 podem ser escritas do modo seguinte:

A = Q +ﬁ|

% =0+ P, = u =2+h &

-

— —_ 2
= 0t3+[32 =, &+ B,ﬁ

Equacdes ctibicas com coeficientes reais

Vejamos o que se pode dizer das raizes da equagdo cubica reduzida
x> +px +q=0,

se seus coeficientes sio numeros reais. Neste caso, desempenha um papel fun-
damental a expressao

2 3
4. F
4 27

que figurana formula de Cardano sob o radical quadrado.

Observemos que o sinal desta expressdo € contrdrio ao sinal da expressio
Q¢ P

D=-4p3 -27q2 =-108( — +—)

4 27
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que denominaremos de DISCRIMINANTE da equagdo x* +px +q = 0;
nas formulagdes posteriores usaremos o sinal do discriminante.

1) Seja D(0. Neste caso, na formula de Cardano, sob o simbolo de cadaum
dos radicais quadrados, figura um niimero positivo. Por 1SS0 0S nUMeEros que
figuram sob os simbolos de cada um dos radicais ctibicos sao nameros
reais. Entio podemos deduzir que araiz cubica de um numero real tem um
valor real e dois valores complexos conjugados. Seja o, um valor real do
radical a; o valor P, do radical B que corresponde a pela formula
aff=—p/3 também serd real, pois o nimero p também ¢ real Portanto,
resulta que araiz x = o, + B, daequagdo tambeém ¢ real. As outras duas
raizes achamos substltumdo nas férmulas de xl ,X, € X, as raizes da
unidade e=¢, e €?=g, por suas expressoes ja conhemdas

|3 N R Gl U el

1
X, =0, &+ B = (- —£+1 —2—) +B, (=——=i

2 2 2 2
A+ g + Be=a, (- ——l—iE) +B](———1+i\E):(_a_t§_)_ -\,;?_‘1:_91
2 2 2 2 v 2

como os nimeros o, e P, sdo reais, estas duas raizes sao nimeros complexos
imaginarios conjugados pois o coeficiente da parte imaginéria € diferente de
zero, devido ao fato de que o, # B, e estes sdo valores de radicais cubicos
distintos. Podemos, entdo, concluir que, se D { 0, a equagdo dada tem uma
raiz real e duas raizes imagindrias conjugadas.

2) Seja D = 0. Neste caso,

Seja o, um valor real do radical o; em virtude da férmula oy =—p/3, B,
tambem ser4 um numero real, sendo que o, = B, . Substituindo nas formulas
dex,, X, €X, B, por o, eaplicandoa 1gualdade € + €* = —1, resulta:

x,=0, (E+€) =-0a x, =0a, (&+¢)=—-q
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Portanto, se D=0, todas as raizes da equagdo original sdo reais, sendo duas
delas iguais entre si.

3) Seja, finalmente D ) 0. Neste caso, na férmula de Cardano, sob o radical
quadrado figura um niimero real negativo e, por conseguinte, sob os radicais
cubicos figuram nimeros complexos imaginarios conjugados. Em conse-
qiiéncia disto, todos os valores dos radicais 0. e f} sdo agora numeros com-
plexos imaginarios. N#o obstante, entre as raizes da equag#o original tem
que existir a0 menos uma raiz real. ( N&o nos esquegamos de que as raizes
complexas aparecem aos pares: a raiz e seu nimero complexo conjugado ).
Suponhamos que essa raizreal seja x, =0, + B,

Como s3o reais tanto a soma dos niimeros @, e {3, como seu produto,
que, por sinal, é igual a-p/ 3, os numeros o, e 3, sdoconjugados,ja que sao
raizes de uma equagio quadratica com coeﬂmentes reais. Entdo sdo também
conjugados 0s nimeros complexos 0, &€ e 3 €2 e também os numeros o g
e, € deonde deduzimos que as raizes da equagdo dada originalmente s@o
também niimeros reais.

— 2 - 2 x .
X, = €+ f € X, =0+ B, € s#o estas raizes.

Resulta, portanto, que as trés raizes da equagdo sdo reais e, facilmente se
comprova, sdo distintas. Caso contrario, aescolhadaraiz x, poderia ser feita
de modo que se obtivesse a igualdade x, = X, ,de onde ter1amos

GQ(E-. 82);-60(8 -~ )

ouseja, 0, = B, que € impossivel.
Portanto, se D )0, a equagdo original tem trés raizes reais e distintas.
Pode - se perceber com este estudo que a formula de Cardano ndo € pratica.
Recaimos em extracdes de raizes ciibicas de nimeros complexos que, ndo raro,

precisamos passar para a forma trigonométrica. Por esta razdo a expressao das
raizes mediante radicais perde seu valor pratico.

EXEMPLO

1.Resolveraequagio y* + 3y?-3y-14=0
A substituicdo’ y =x - 1 reduz esta equagao para x}-6x-9=0
Aqui temos p=-6 ¢ q=-9, pelo qual obtemos,
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B e ———
- p’ 49
e s 85 oy )

4 27 4

ou s¢ja, a equagio tem uma raiz real e duas outras com plexas conjugadas, evi-
dentemente.

Segundo ja estudamos, temos

31 9 7 3 3/ 9 7
= _ 4 ——— = 8 = g 1
J 2 2 Q b \/2 2

Portanto temosque o =2 B, =1, ouseja, X, = 3. As outras duas raizes
encontramos pelas férmulas ja estudadas e sdo:

3 ,\!3 3 ,\/3
R, Fme=—rp] X Swe—ug b—

2 2 2 P 2

Daqui se deduz que as raizes da equagio dada sio:

5 \b 5
y, =2 +i . TR

y, ='—2

o

2 2
2. Resolveraequagdo x’ -12x+16=0
Aqui p=-12 e q= 16, portanto,
2 3
4 27
Daqui deduzimos que o, = -V_S ,ou seja, a, = -2. Como conseqiiéncia

temos que X, =-4 e Xx,= X,=2

3. Resolver aequagdo x* -19x +30=0

Aqui temos que p=-19 e q=30, donde concluimos,

2

3 784
1 +F_ (0
4 27 21
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Assim, se nos mantivermos no campo dos nimeros reais, a formulade Cardano
ndo ¢ aplicivel, apesar de que suas raizes sio niimeros reais que podemos reco-

- -

nhecer como 2,3 ¢ -5.
Equacgaées de quarto grau

A resolugido da equagdo de quarto grau

y* +ay® +by? +cy +d=0
com coeficientes complexos arbitrarios se reduz a resolugéo de uma equagao cu-
bica auxiliar. Isto se consegue com a aplicagio do método de Ferrari, que passa-

remos a aplicar. Antes de tudo, vamos reduzir a equagéo dada a uma equagao do
quarto grau sem o termo X°, com a seguinte substitui¢ao: y = x - a/4

Assim feito, obtemos a equagdo do quarto grau:
¥ +px* g +r=0, (#)

Dai, o primeiro membro desta equago se transforma identicamente median-
te o pardmetro auxiliar o, do seguinte modo:

2

P
4

p

2

x! +px®+gxtr=(x* + G F oxtr - -o? —2ax*-p o, ouseja

(x3+%+(x)2 . [2ax3-qx+(ct,2+p0t.—r+£4_)]=0

Escolhamos, agora, o de modo que o polindmio que figura entre colchetes
seja um quadrado perfeito. Paraisto € necessario que haja uma raiz multipla, isto
é, é preciso que acontegaa seguinte igualdade:

2

Q@ -420(0 + po -r+%)=0.

A igualdade acima € uma equagao cuibica em relagdo a incognita o, com
coeficientes complexos. Como se sabe, esta equagao tem trés raizes comple-
xas. Seja o, umadelas. Em virtude da formula de Cardano, a se expressa por
radicais mediante os coeficientes da equagio dada, ou seja, mediante os coefi-
cientes da equagdo dada anteriormente, com coeficientes p,qer ( aquela de
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quarto grauem x ). Com tal escolha para . podemos dizer que o polindmio
que figura entre colchetes tem uma raiz multipla, q: (4 @, ) que € de segunda
ordem. Por conseguinte a equagdo toma a seguinte forma:

)} =0

q
0

2 4t

0

3 P R
(?\ +Tﬁ-+0. )"'._(10('.\“

1sto €, se decompde em duas equagdes quadraticas:

5 p : '
X -\J2 a,Xx + (——+o, + -——3-——)=0

X2 + \ﬁa % + (-Ii+cx - q—\=o
0 2 505
“ -\’_czu

Como estas equagdes foram obtidas da equacgdo ( #). fazendo - se trans-
formagdes idénticas, as raizes da equagio (## ) serdo tambeém raizes da equa-
¢d0 (# ). Também podemos observar, com facilidade, que as raizes da equacio
(#) sdo expressas por radicais mediante os coeficientes. Neste trabalho nido
escreveremos as formulas correspondentes, pois elas sio extremamente com-
plicadas e praticamente inuteis; da mesma forma nés ndo estudaremos. em
separado, o caso em que a equagio tenha coeficientes reais.

Equacgoes de grau maior ou igual a cinco

Apesar que os gregos ja conheciam os métodos de resolugio das equagdes
quadraticas, o descobrimento dos métodos de resolugdo das equagdes de ter-
ceiro e quarto grau, expostos anteriormente, pertencem ao seculo XV1 Dunnte
quase trés séculos continuaram fazendo estéreis provas ou melhor, estéreis ten-
tativas, para achar formulas que expressassem as raizes de qualquer equagio de
quinto grau com coeficientes literais, através de radicais de seus coeticientes.
Estas provas terminaram nos anos 20 do século passado. depois que Abel
demonstrou que ndo existem tais formulas para equagdes de grau n, quandone
maior ou igual a 5. Entretanto o resultado de Abel nio excluia a possibihidade de
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que as raizes de qualquer polindmio, com coeficientes numéricos, pudessem ser
expressas mediante os coeficientes empregando - se alguma combinagio de
radicais ou, que qualquer equagdo possa ser resolvida por radicais. O problema
sobre as condigdes segundo as quais uma equacdo dada é soltvel por radicais
foi estudado detalhadamente por Galois nos anos trinta do século passado.
Resultou deste estudo que para qualquer n, a partirde n =5, pode - se apresen-
tar equagdes insoltveis por radicais, que tem, inclusive, coeficientes numéricos
inteiros. Assim podemos exemplificar com a equagao

g -2=0

As investigagdes de Galois influiram definitivamente no desenvolvimento de

toda Algebra Moderna. E um estudo profundamente interessante que cabe em
outra exposicao.
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