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RESUMO

As Equagées Algébrico-Diferenciais possuem grande importdncia. Mesmo
assim, poucos estudos sobre elas sdo realizados. Nos iltimos anos, porém,
verificou-se um aumento no interesse em estudd-las. Este artigo tem por obje-
tivo despertar o interesse de novos pesquisadores para esta drea, introduzir os
principais tipos de Equagdes Algébrico-Diferenciais, e o conceito de indice, o
que faz com que as Equagées Diferenciais Ordindrias constituam uma classe
particular das Equagées Algébrico-Diferenciais.

ABSTRACT

The Differential Algebraic Equations are greatly important although there
is very little study about them, but in the last few years we can notice an
increase of interest in studying them. The aim of this article is to catch the
interest of new researchers towards this area, to introduce the main types of
Differential Algebraic Equations and the concept of index, which makes the
Ordinary Differential Equations a particular class of Differential Algebraic
Equations.
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1 — INTRODUGCAO

Primeiramente, devemos ressaltar a escassez de bibliografias que tratem das
Equag(jes Algébrico — Diferenciais (EAD), sendo este, juntamente com a grande
importincia destas equagdes, os principais motivos do crescente interesse em
estudd — las, verificado nos tltimos anos. Ressaltamos que, para este trabalho,
escolhemos [1] como texto basico.

Chamamos de EAD um sistema de equagdes que envolve equagdes algebri-
cas e equagdes diferenciais que denotamos, em sua forma geral, por:

FEYOLY =0 (1.1)
ondetelcRe Y(t) e R".

Quando estudamos Equacdes Diferenciais Ordindrias (EDO), comegamos
definindo o sistema de primeira ordem (1.1) e, em seguida, supondo que (1.1)
pode ser escrita na forma explicita:

Y'(t) = f(t, Y (1)) (1.2)
trabalhamos com este sistema.

As vezes, porém, este procedimento nao é desejavel, ou mesmo € impossi-

vel.
Observamos entdo que, nos lltimos anos, houve um aumento no interesse

em se trabalhar diretamente com (1.1).
Nas EAD existem restricdes algébricas as varidveis que podem aparecer

explicitamente como em:

f(t, x(t), y(t),y'(t)) =0
{g(t, x(1), y(t)) =0 (1.3)

ox'
singular, ou entdo elas podem aparecer implicitamente, quando Fy em (1.1) é

singular.
Naturalmente, as EAD apresentam dificuldades analiticas que nao ocorrem

com as EDO.

of
onde a matriz Jacobiana de f em relagdo a x’ [denotada por —=1,. [éndo
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EAD surgem fregiientemente em problemas de diversas 4reas de estudo,
dentre as quais destacamos:

+ Sistemas mecanicos restritos.

* Equagdes do movimento descrito por um péndulo.
* Problemas em robdtica.

» Problemas de controle 6timo com controles restritos.

Outro motivo para considerarmos diretamente (1.1), ao invés de tentarmos
converté-la para (1.2), € que quando problemas fisicos sdo simulados, muitas
vezes 0 modelo tem a forma de uma EAD (ou seja, (1.1)) e as restricdes
alg€bricas existentes explicitamente ou implicitamente também possuem signi-
ficados fisicos e ao convertermos (1.1) para a forma totalmente explicita (1.2),
podemos perder estes significados. Existem outros motivos, praticos e numé-
ricos, que nos levam a trabalhar diretamente com (1.1). Alguns deles podem ser
encontrados em [1].

Um conceito bastante interessante € o de indice da EAD, que descreveremos
a seguir.

Definicdo (1.1): O nimero minimo de vezes que (1.1) sera diferenciada
com relacdo a t para determinar Y’(t) como uma funcdo continua de Y(t), t (ou
seja, transformar a EAD em uma EDO) ¢ o indice v da EAD (1.1).

Exemplo (1.1): Seja a EAD

{x'(t) = f(t, (1), y(t))

0 =gt x(1),y(t))’
diferenciando a segunda equag¢do com respeito a t, temos:

{x'(t) = f(t,x(1), y(t))

0 =g, (t,x(t), y(t)x'(t) + 9, (t, x(t), yt)y'(t) + g, (t, x(t), y(t))”

Se g, € ndo singular:

{x'(t) = (t,x(), y(t)

yl (t) — qu (t! X(t)! Y(t)) (_gx (t, X(t) ’ Y(t))xl(t) - gt (t,X(t), Y(t)))

e assim a EAD

tem indice 1.
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Observe que, se g, for singular, o processo de derivagio da EAD ou parte
dela continuari, e esta terd indice maior ou igual a 2.
Exemplo (1.2): Seja a EAD puramente algébrica

{2 -t=0,
diferenciando-a com respeito a t obtemos

{2YY-1=0,

e assim, desde que tenhamos Y # O, podemos escrever Y'= oy e a EAD tem

indice 1.

A partir da defini¢cdo acima podemos concluir que toda EDO, na forma
(1.2), € uma EAD de indice zero.

2 — TIPOS BASICOS DE EAD:

Basicamente podemos classificar as EAD em trés grupos, de acordo com a
sua forma estrutural, os quais apresentaremos a Seguir:

2.1 — EAD linear com coeficientes constantes:

Este tipo de EAD apresenta — se na forma:
Ax'(t) +Bx(t) = f(t) (2.1)
onde A e B sdo matrizes de nimeros reais ou complexos € t € uma variavel real.

O comportamento analitico ¢ numérico deste tipo de EAD encontra — se
bastante desenvolvido.

2.2 — EAD linear com coeficientes dependendo do tempo:

E uma EAD que se apresenta na forma:

A(t)X (1) +B(1)x(t) =f(t) (2.2)

onde agora A(t) e B(t) também variam em funcgdo de t, e A(t) é singular para

todo t.
O comportamento da EAD (2.2) difere bastante do comportamento da EAD

(2:1)
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Um caso especial deste tipo de EAD é a EAD linear semi-explicita com
coeficientes dependendo do tempo:

{xw(t)+Bn(t>x1(t)+812(t)x2(t) =f, (1)

B ()X, (1) +Bo, ()X, (1) =, (1) " (2.3)

2.3 — EAD geral:

A EAD nio linear geral ou completamente implicita se apresenta na forma
(1.1) e sua forma linear na derivada, também geral, é:

AL Y(D))Y' (t) +F(t, Y(t) = 0. (2.4)
Um caso especial de (2.4) é a EAD ndo linear semi — explicita:
X1l(t) = f1('[,X1 (t)’xz(t))
; 2
{ O =f2(t,X1 (t)!xz(t)) ( 5)

Outro tipo de EAD que surge freqiientemente em muitas aplicagdes é a
EAD semi — explicita (1.3).
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