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INTRODUGAO

Os egipcios tinham um interessante sistema de nu
meragado: representavam o um por um pauzinho,o0 dez por
um né, o cem por um 0sso, o mil por um machado e ...
0 1nf1n1to por um homem de bragos abertos - 0 HOMEM
ATONITO. Hoje, milénios depois, o homem continua atd
nito, frente a idéia do infinito.

0 objetivo deste artigo é diminuir a perplexida
de dos atdnitos e deixar perplexos os indiferentes.-
Afinal, os exemplos de conjuntos infinitos,as vezes,
dados pe]os livros e repetidos pelos professores,sdao
errdoneos. Isto € nocivo, pois emborao conceito de in
finito seja um daqueles que deve ser refinado com o
aprofundar do estudo, ndo se pode esperar a chegada
a um conceito correto se o ponto de partida foi um con
ceito tdo erradamente ministrado que leva a outra d1
regdo, quando ndo a contradigao.

E o caso dos exemplos que confundem a idéia de
"muito grande" com a de infinito. Como aquele onde um
conjunto infinito seria o de grdos de areia da Terra
Ora, € perfeitamente possivel determinar o volume de
um grdo de areia e jd se sabe o volume da Terra. 0 quo
ciente entre o volume da Terra e o volume de um grao
de areia é um numero bem grande, mas, ainda assim, é
um numero determindvel, logo finito.Este exemplo (di
ria, um contra-exemplo) dd a rota do precipicio onde
se encontram o "muito grande" e o infinito. Todavia,
se 0 "muito grande" € infinito, entdo o "muito gran
de mais um" seria maior que ele e 0 seu reinado aca
bou. Ndo é sem motivo que os filésofos antigos identi
ficavam Deus com o infinito e com o perfeito.

Este artigo ndao traz as respostas a todas as in
daga¢des que ocorrerdo ao leitor mais atento.E antes
um "hall", um despertador do desejo de estudar,refle
tir e, conseqtientemente, apurar este conceito. Ndo €
parte de uma apologia da Teoria dos Conjuntos, pois,
afinal, como tem sido ensinada, tem feito mais mal que
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bem ao ensino da Matematica (alguns, jocosamente, a
classificam como doenca profissional - a conjuntivi
te). Como no dizer de Halmos, referindo-se a Teoria
dos Conjuntos,no prefdcio da sua 'Teoria Ingénua dos
Conjuntos": “"voc@ precisa um pouco dela ...;leia-a,
absorva-a e esquega-a".

Agora, um pouco de como deixar de reverenciar
o infinito (por temé-1o) e se voltar para outros deu
Ses.

CONJUNTOS EQUIVALENTES

Imagine uma fila (sdé para facilitar, com apenas
duas pessoas) para comprar ingresso em um cinema.ks
te ndo € um conjunto qualquer, é um conjunto ordena
do, com dois elementos, pessoa a e pessoa b, € un par
ordenado. Ele pode ser definido por {{a}, Ta b}} e
notado (a,b). Esta definigdo pode ser entendida as
sim: {a} representa o conjunto das pessoas que devem
ser atendidas, para que a primeira pessoa (a) seja
considerada atendida, {a,b} seria, entdao, o conjun
to das que devem ser atendidas, para que a sequnda
pessoa (b) seja considerada atendida. Observe que
(1.2} = 12,1} mas (1,2) # (2,1).

Ora, se vocé tiver dois conjuntos (A e B)edis
puser de uma lei R (x,y) para relacionar os elemen
tos de A com os elementos de B, de tal maneira que
todo par ordenado, formado com 0 Sseu primeiro elemen
to tirado de A e o segundo de B, satisfaga ou ndoa
lei R (x,y); entdo a tripla formada pelos dois con
juntos mais a lei chamamos relagao(mais corretamen
te, relagdo bindria).A relagdo, entdo, serd o con
junto dos pares ordenados, com primeiro elemento em
A e seqgundo em B, que tornem verdadeira a lei R (x,
y). Isto é, do conjunto de todos os pares ordenados
com primeiro elemento em A e sequndo em B (chamado
produto cartesiano) se especificao subconjunto dos
pares que satisfazem a lei de correspondéncia, cons
truimos, ai, uma relagdo.Um banal exemplo: numa dan
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ceteria, sejam A o conjunto dos rapazes, B o conjun
to das garotas e R (x,y) a lei de correspondéncia”es
tar dancando, junto com, esta misica": a relagdo se
ria obtida com a énumeracao de todos os pares (rapaz
garota) que estdo dangando determinada misica. Repa
'€ que, neste exemplo, a relagdo ndo é tal que todo
elemento de A tenha par em B ou todo elemento de B
tenha par em A, pois, entre outros motivos,pode acon
tecer que algum rapaz ou garota nao esteja dangando.

O exemplo acima faz pensar em outros em que a ca
da elemento de A a relagdo R associe um dnico elemen
to em B (a relagdo assim seria uma fungdo de A em B)
€, ainda, a cada elemento de B faga corresponder um,
e um sd, elemento em A. Os conjuntos A e B ficariam
esgotados, no sentido de que todos o0s seus elementos
teriam par, porém, ndo mais que um. Tal relagdo esta
beleceria uma correspondéncia que sempre aplicaria e
lementos distintos sobre elementos distintos. Ela po
de existir e é chamada correspondéncia biunivoca ou
funcdo bijetora.

Mas em quais condicdes, sobre os conjuntos, a
correspondéncia biunivoca existiria? Vejamos um exem
plo: A = {1,2,3} e B = {1,2}, neste caso todas as 20
relagdes possiveis de A em B, ndo sio correspondén
cias biunivocas pois, ou sempre sobrard um elemento
(pelo menos um) em um dos conjuntos sem par no outro,
ou um elemento de um conjunto terd mais de um corres
pondente no outro. Parece que os conjuntos relacio
nados por correspondéncia biunivoca devem terum pﬁ§
priedade comum, ndo?

Caso exista correspondéncia biunivoca entre dois
conjuntos, A e B, eles serdo considerados equivalen
tes (notagdo: A ~ B). Serdo equivalentes, portanto,
0s conjuntos com essa tal "propriedade comum",previg
ta no paragrafo anterior. Que serd esta propriedade?
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0 “TAMANHO" DE UM CONJUNTO

Pense no conjunto de todos oS conjuntos(ndo pen
se muito para nao cair no Paradoxo de Russel! Veja Pa
radoxos na Teoria dos Conjuntos, em Lipschutz)e nele
a relacao E definida com a seguinte lei: "ser equiva
lente a". Repare que, quaisquer que sejam 0S conjun
tos A, B e C, temos primeiro: A~A, pois a fungao
que ap11ca cada elemento de A em si mesmo € bijetora
esta funcdo é chamada identidade e por esta proprie
dade dizemos que a relacdo E é reflexiva; segundo:se
A~B entdao B~A (propriedade simétrica), pois se A~B
entdo hd uma correspondéncia biunivoca entre A e B e
a inversa desta relagado também é uma correspondéncia
biunivoca; terceiro: se A~B e B~C, entdao A~C (transi
tividade), pois se existem as fungoes bijetoras de A
em B e de B em C, entdo existe a composta, de A em G,
que também é bijetora. Conclui-se que a relagdo de e
quivaléncia em conjuntos é uma relagao de equ1va1en
cia, por ter as propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva. E vocé esperava que a relagdo de equiva
1éncia ndo fosse de equivaléncia ? B

Embora falte criatividade na nomenclatura, o fa
to de uma relagado de equivaléncia em conjuntos seruma
relagdo com a propriedade de ser de equivaléncia é su
mamente 1nteressante, pois toda relacao de equivalén
cia gera uma partigdo no conjunto no qual é definida.
Com isto temos que a re]agao E parte o conjunto de to
dos os conjuntos, isto é, este tal fica dividido em
familias de conjuntos equ1va1entes entre si. Sendo
prolixo: a familia de todos os conjuntos vazios (fa
milia unitdria), a familia de todos os conjuntos uni
tarios, a familia de todos os pares (n3o ordenados!),
etc. Repare que estas familias sdo disjuntas. Cada
uma delas é chamada uma classe de equivaléncia.

Nesta altura, vocé ja sabe o que seria a tal"pro
priedade comum" - é o nimero de elementos do conjun
to. Assim, seriam equivalentes os conjuntos com o mes
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Mo numero de elementos. Estd tudo muito bem,estd tu
do muito bom, mas realmente...esta idéia sé vale pa
ra conjuntos finitos! Adiante, entdo, "ad infinitum"...

CONJUNTOS ENUMERAVEIS

Podemos até, como faz Halmos(veja bibliografia),
definir o ndmero zero como @, o um como {o}, o dois
como {0,1}, o trés como {0,1,2}, e assim por diante.
O representar a classe de equivaléncia (familia de
conjuntos equivalentes entre si) por um nimero natu
ral, leva a construgdo de um conjunto para o qua va
le 0 Axioma da Infinidade -"H& um conjunto que contém
0 e que contém o sucessor de cada um de seus elemen
tos", ou seja existe sempre um conjunto sucessor, no
sentido de que 4 estd contido em 5, a saber, {0,1,2,3}
esta contido em {0,1,2,3,4}. Este conjunto € 0o nosso
velho conhecido{o,1,2,3,4,5,.. . },0 conjunto dos naturais.

Pois bem, se um conjunto é equivalente a0 conjun
to dos naturais, ou a um seu subconjunto finito, d3
zemos que o conjunto € contdvel.Se a correspondéncia
biunivoca ocorrer com o préprio N, dizemos que 0 con
junto € enumerdvel. N

O que pode surpreender é que podemos encontrar
subconjuntos de N, enumerdveis, isto €, equivalentes
ao proprio N. Este fato leva esta idéia de nimero de
elementos de um conjunto a restringir-se apenas acon
juntos finitos. Alguns exemplos: -

A cada numero natural poderemos fazer correspon
der o seu dobro, que € um numero natural;entdo temos
uma fungdo bijetora, f(x) = 2x, de N no conjunto dos
naturais pares, que € subconjunto de N, portanto N &
equivalente a um subconjunto prdprio de si mesmo.

A relagao em N, definida por "x € par de y, se
e somente se, |x - y| é divisivel por 5" (x é congru
ente a y, médulo 5), que pode ser entendida assim: 6
€ par de 1, pois |6 - 1| = 5 que € divisivel por §:
12 € par de 2, pois |12 - 2| = 10 que é divisivel por
5, etc; € uma relagao de equivaléncia em N. Esta re
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lagdo gera uma partigdo no conjunto N, representada
pelas classes £y = {0,5,10,...}, Eq = {1,6,11,...},
E, = {2,7,72...},E5 = {3,8,13,...}, e Eg = {4,9,74,...}.
Repare que Ep € a classe dos numeros naturais cujo

resto da divisao por 5 é zero, Eqj € a classe de res

to 1, E»> é a classe de resto 2, etc. Acontece que a

fungdo f(x) = 5 n + r, conforme r varia de 0 a 4, pro
voca, em cada caso, uma correspondéncia entre N e ca
da uma das classes Ey, Eq, Ep» E3, E4. O mais surpre
endente € que a reunido de todas essas classes de res
tos € o préprio conjunto N, ou seja, além de N ser e
quivalente a subconjuntos proprios de si mesmo, ocor
re que a reunido destes é o préprio N. 0 todo,aqui,é
equivalente a cada uma das partes !

A perplexidade ndo se esgota nesses dois exem
plos, pois poderiamos (mas ndao o faremos; veja Halmos,
pag. 101 e Lipschutz, pag. 190) construir uma familia
infinita de subconjuntos infinitos de N cuja unido ¢é
0 proprio conjunto N. Estas extravagdncias ndo podem
ocorrer num conjunto finito. Estamos no caminho certo:
"Um conjunto é infinito sempre que for equivalente a
um subconjunto proprio de si mesmo. Caso contrdrio s
ra finito".

Vocé ja foi, por certo, convidadoa participar de
uma corrente (talvez ja tenha até sido persuadido. Tu
do bem. Quando se perde, ndo se conta). Trata-se de
uma fungao em que os aderentes pagam ao primeiro da fi
la um prémio, colocam seu prdprio nome no Gltimo lugar
da fila e arrumam outros simpldérios. Faz-se corrente
de tudo: dinheiro, selos, cartdes, sapatos e até mu
Theres. (Nesta (ltima havia a adverténcia que aquele
que interrompesse a corrente receberia sua mulher de
volta e, ainda, acompanhada da sogra!) Ndo héd possibj
lidade de se ganhar algo significativo em uma corren
te, pelo simples fato de que ela cresce geométricamen
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te, com razdo muito alta. Com isto, como o cfirculo
de relacionamento de uma pessoa, embora grande,é fi
nito, a comunidade se esgota em constrangidas recu
sas a participagdo. A solugdo seria a realimentagdo
da corrente com a renovada participagdo dos inician
tes da corrente, seus sucessores, 0s sucessores des
tes e assim por diante. Teriamos, entdo, dois conjun
tos infinitos equivalentes (um, aparentemente,maior
que outro), a saber, o das pessoas participantese o

dos bens envolvidos. Conclusdo: sé ganham os que ini
ciam a corrente, e ndo muito!

NOMEROS CARDINAIS

Associaremos a cada classe de conjuntos equiva
lentes um nimero que chamaremos "cardinal" do conjun
to e representaremos por £ . No caso de conjuntos
finitos fica facil: == (¢) = 0, == ({o}) = 1,
== ({0,1}) = 2 e assim por diante. Ao cardinal de
N e de todos os conjuntos a ele equivalentes (os e
numerdveis) € adotado um cardinal transfinito, cujo

simbolo »,tirado do alfabeto hebreu, 18-se alef-
zero. Obsé;ve que isto se dd em virtude de ndo ha
ver um numero natural que conte o "tamanho" de N.

Acontece que, embora tenhamos a impressdao de
ter chegado ao "infinito definitivo", podemos cons
tatar conjuntos ndo contaveis, isto é, ndo finitos
e ndo enumerdveis. E o caso do conjunto dos nimeros
reais. Um esbogo de demonstragdo deste fato:

Se o conjunto R fosse enumerdvel,como todo nu

83



mero real pode ser escrito no sistema bindrio (usan
do apenas os algarismos O e 1), haveria, entdo a se
qlléncia de nimeros reais, onde cada elemento seria

uma sucessdo de zeros e/ou uns.

Vamos construir uma sucessdo onde o 12 termo, se
ja 0, se o 12 termo da 12 sucessdo € 1, ou seja 1se
o 12 termo da 12 sucessdo é 0; o 22 termo seja O,se
0 22 termo da 22 sucessdo é 1, ou seja 1, se o022 ter
mo da 22 sucessdo é 0; e assim sucessivamente,o ené
simo termo seja 0 ou 1, conforme o enésimo termo da

enésima sucessdo seja 1 ou O.

A sucessdo assim construida é diferente de to
das as sucessdes da seqliéncia dos ndmeros reais, pois
pelo menos um dos algarismos é diferente. No entan
to, esta sucessdo de zeros e uns € um numero real que
nio pertence a "seqlléncia" dos nimeros reais.Logo o
conjunto de R ndo é enumerdvel.

0 cardinal de R é,}§ que é estritamente maior
que_hb pois é igual ao card1na1 do conjunto de potén

cia de N e, seqgundo o teorema de Cantor, ¥ (A)<7E( (2A) .

Complicado, nao ?
0 que importa é que vocé tenha notado, embora

possa ndo estar totalmente convencido, que hd "graus

de infinitude".
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CONCLUSAOQ

Em nossas aulas de Prdtica de Ensino, temos com
partilhado com os formandos o mote da disciplina :
“Toda aula exige reflexdo".

Reflexdao, antes, como procedimento de controle
- do que serd ensinado, como serd ministrado e cam qual
objetivo. Reflexdo, durante, como procedimentode re
gulagem, dependente da retroahmentagao formecida pe
1o aluno (feedback). Reflexdo, depois, para a anali
se dos erros e acertos cometidos e a otimizagao fu
tura.

Um simples conceito dado, "en passant", irrefle
tidamente, gerard maior trabalho posterior para o seu
refinamento. Este artigo apenas rascunhou as impli
cacdes do conceito de infinito (apenas um entre tan
tos). Para a arte-final seque pequena adequagao by
bliogrdfica, dedicada ao leitor mais curioso.
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