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ABSTRACT

The important theorem of Chevalley (that
deals with the roots of the homogeneous
polynimials without a continual term) in
the finite fields has several demonstrations.
Let's see two of them through distinct ways:
one by congruence and ﬁhe other by workiﬁg
directhy with polynimials in a finite field.

RESUMC:

O importante teorema de Chevalley (que tra
ta das raizes dos polindmios homogéneos sem
termo constante) nos corpos finitos tem in@
meras demonstragOes. Vejamos duas delas por
caminhos distintos: por congruéncias. e tra-
balhando diretamente com polindmios, num --

corpo finito,

(*) Professor titular de Instrumentacao pa-
'ra 0 Ensino, nesta Faculdade.

39



TEOREMA DE CHEVALLEY

la. parte

1. Preliminares

Consideremos congruenc1as mod p P prlmo.

As classes de restos mod P, formam um corpo
finito, com p elementos. Ao corpo das classes de
restos mod p representaremos Zp’

Definicdo: Dois polindmios F e G do anel

de Zp Sa0 congruentes se os coeficientes dos ter

mos correspondentes dos dois pollnomlos sdao con-
gruentes, moédulo p.

Definigéo: Se para qualquer conjunto de valo

res C1s+++,C., temos,
F (cl,..;,c ) =G (cl,... cr)- (mod p)

entao eéscrevemos F v G e dizemos que F e G sao
equivalentes.

Se F=G (mod p), entdo FvG. A reciproca nio & ver

dadeira. xP e x sido equivalentes, pelo pequeno
teorema de Fermat, mas nio sio congruentes, por
definigao.

Definigao: Polinomio reduzido

Se o grau de F em cada uma de suas variiveis

X;, € inferior ou igual p-1 dizemos que F € um

1’
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polinomio reduzido.
OBS. 1: E interessante observar que se ai""’“p'

sdo elementos de Zp, entdo o polindmio (x-al)...

(x-a_) tem todos os coeficientes nio-nulos mas

tem valor zero para todo elemento do corpo.

TEOREMA 1

Todo polinomio F & equivalente a um polindmio
reduzido F* cujo grau total ndo € maior que o de

F.
Se qualquer variavel x; do polindmio F tem

um expoente nao menor que p, usamos O pequeno teo

rema de Fermat e xipmxi. Se xis com s > p;

s > p-1 s = (p-1)g+r com o ¢ r < p-1

S p-1),q _r T S T
. = . X = N. € X. = X. , comr < p-1
-y (xl ) 1 1 1 1 - P

Ja que a equivalencia € preservada na adicdo
e na multiplicagdo obtemos um polindmio equivalen
te a F e com grau menor que p. E o reduzido F* de

E.
TEOREMA 2

Se dois polindmios reduzidos sao equivalentes,

eles sao congruentes.
Indugdo finita sobre o nimero de variaveis.

E suficiente mostrar que se F é reduzido e
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Fuv0 entdo F=0 (mod p) pois se
H\G

ﬁ;g v 0, e se
F

Fv0; F=0 (mod p) entdo

H-GZ0 (mod p) e H=G (mod p)

n=1 grau (F(x)) <p e Fv0: F(¢)=0 (mod p)
para todo cEin. Mas entdo F tem mais raizes (p)
que seu grau. Isto so0 € possivel se todos os coe-
ficientes de F s3o divisiveis por p, isto &,

F=0 (mod p)

no® 2. arbitréri9

Escrevemos F na forma

F (Xl s s e W ,Xn)=AO (xl L] ' L axn_l) * Al (X, LA B }xn__l) Xn+

p-1

"+Ap—l(x1""’xn—l)xn

Escolhendo um conjunto arbitrario

X TCseeenX _17C, 1 € supondo Ab(cl,...,cn_1)== a

1 o

Ap-l (cl,...,cn_l) =B 1 temos
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» p-l1
F(cl,...,cn_l, xn) a * alxn+...ap_1 X que 2 un

polindmio em X, equivalente a zero, pois, Fa0,

Pelo ja visto (n=1)

Ao (cl...cn_l) 0 (mod p)

- - -— -— - - - - -— - — - -

s4ao

PR
|

isto & N v 0 ja .

,.AO 0, Ap—l 0 ja que Cyo
arbitrarios

580 polinomios em n-1 variiveis. Pela hipote-

se de indugdo o teorema esta demonstrado pois de

=
]

= 0 (mod p)

A 20 (mod p)

segue que Fz0 (mod p)
TEOREMA 3

Se a congruéncia F(xl,...,xn)EO(mod p) tem

pelo menos uma solugdo e o grau do polindmio F

menor que o nimero de variaveis, entdo a congru
43
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cia tem ao menos duas solugdes.
Demonstremos por reducdo ao absurdo.

Suponhamos que o polindmio F(xl,...,xn) com
grau total r € tal que F(xl,...,xn) = 0 (mod p)

tenha uma unica solucgido,

X

1 a, (mod p) ... x = a, (mod p)

Co s . e 1= (F(Xy s x )P
nstruamos H(x,,. X)) =1 (F(x:l"'_'.’x.n))-
Pelo pequeno teorema de Fermat e pela cons-
trucdo de F, temos
1 para X 587,000 ,X 38 (mod p)

H (xlé...,xn) ={

Chamemos H* o polindOmio reduzido equivalente
a4 H.

Pelo teorema 1, H* assume os mesmos valores

0 nos demais casos

que H.

Por outro lado podemos explicitamente cons-
truir um polinomio reduzido tomando os mesmos
valores.

n
T (l-(xi—ai)p"l)
i=1

Pelo teorema 2;'témos
- p-1
e = T (l-(xi-ai) ) (mod p)

i=1
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Do teorema 1 segue que o grau de H* n3o & maior

que o grau de H, isto €, n3o € maior que r(p-1)
0 grau de m & igual a n(p-1)

Se os polinomios sdao congruentes, pelo visto aci
ma n(p-1) < r(p-1) e sendo p 3 2,

ngr

Absurdo. Basta lembrarmos da hipdtese que r < n.

A solugao nao € unica, cqd.

Corolario (Teorema de Chevalley)

Se F (xl,...,xn) € uma forma de grau menor

que n entdo a congruencia

F(xl,...,x ) 0 (mod p;

n
tem solugao nao-zero.

A existencia de solugdo ndo trivial segue do
teorema 3 ja que uma solugdo, a zero, sempre exis
te, pois F € uma forma.

TEOREMA 4 (Teorema de Warning)

O nimero de solugdes da congruéncia
F(xl,...,xn)zo (mod p) & divisivel por p, desde
que 0 grau do polindmio F(xl,...xn) seja menor

que n,
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Suponhamos que a congruéncia tenha s solucdes,

A, = (al(i),.l..,an(i)) (i=1, 2, ..., s)

Tomemos H = 1-pP~1

E claro que

1 se X =A. (mod p) (i=l,...,s)

H(x) = { 1 y
0, nos outros casos

onde X € a n-upla (xl,..,,xn)é Zp(n). Para qual-

quer

A= (a;,...,a ) formamos o polinomio

o |

DA (Xi""’xn) - (l—(xj-&j)p-l)

.

!

E claro que

1 para XZA (mod p)
By, {X) =
A , 0, nos outros casos

Seja

H* (x xn)'=DA (xl,...,xn) + vee DAs (xl,...,xn)

100 ,

As congruéncias que definem D, mostram que H*
toma os mesmos valores que H para qualquer valor
de  SRERRE . isto €, H* ~ H,

Sendo cada um dos polindmios D,  reduzido,

i
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entdo H* também &, pelos teoremas 1 e 2, seu grau
ndo excede o grau de H que € igual a n (p-1)

Cada D, tem grau n(p-1); nominalmente o ter-
i

mo

(—1)n[xlx2...xn)p-l e temos s desses termos.

Como H* tem grau menor que n(p-1), o coefi-
ciente desse tal termo tem que ser necessariamen-

te s=0 (mod p), o que demonstra o teorema.

la, parte

1. Preliminares

~» . .F
Seja K corpo finito, onde K = Fq com g=p ,

p primo 2 f inteiro positivo,

aiivicdo: 1. Chama-se fungao polinouina’

! ~ = 11
associada a F a aplicagao x+F(x) de K em XK.

Se esta fungdo polinominal ¢ nula, dizenmc.

gue ¢ polindmio F e identicamecnte nulo.

Observacao 1: Todo polinomio F se escreve Jdw
uma e uma unica maneira; F = F* + G, com F* ©
reduzido e G identicamente nulo e o g(F*) < g(F)

2. O teorema de Chevalley-Warning
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Teorema de Warning

Sejam Fy,...,F_, uma familia de s polindmios

pertencentes ao anel K (x) de graus dl""‘ds

respectivamente. Seja ainda V 0 conjunto das so

lugdes do sistema de equagdes

Fl - 0,...,Fs-0

que pertencem a K. Sejam enfim N = card(V) o
- . n
numero de solucgdes do sistema,emKe d = d1+_...+c:lS

a soma dos graus dos polinomios F,. Entdo, se n > d,
o nimero N € divisivel por p, caracteristica do corpo K.

Introduzamos os dois seguintes polinomios:

F o (1 9-1 _r 9q-1
Fom {1=8.0 ) eun{I-F% ]

R O e O e

Temos imediatamente que'F e F, tem valor 1
para todo ponto de V e O'para todos os outros.
0 polindmio G = el € identicamente nulo e

F = F *G, onde Fv-é o reduzido de F o que impli-

ca g(F) < g (F)
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g(F,) ¢ dy(q-1)+...+d_(q-1) = d(q-1) < n(q-1)

Mas F, possue o mondmio - (xlq"l...an'l) de

grau n(q-1); o coeficiente desse monomio igual 3
n
(-1)" N, deve ser nulo no corpo K de caracte-

ristica p; ou seja N deve ser divisivel por p.
Corolario (Teorema de Chevalley)
Mesmos dados e hipoteses. (n>d) que o teorema

anterior.

Se, mais, temos os polinOmios Fj (j=1,...,s)

sem termo constante, entao o sistema admite em

K(n) uma solugdo outra que a solucdo trivial

{(Bslsnnusall]y

Se nao existe termo constante temos que
(0,...,0) & solugdo do sistema e logo pertence
a V, entdo N » 1. Mas N é divisivel por p (teorema)
donde N > p e N-1 3 p-1 3 2-1=1
N-1 & o nimero de solugdes ndo triviais cqd.

O teorema e seu corolario se aplicam em par-
ticular no caso em que s=1, de um dnico polind-
mio de grau d com n varidveis e tal que n > d.

Assim toda forma quadratica com 3 ou mais varia-
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veis, admite solucdo ndo trivial num corpo fini-
to K, bem como toda forma cibica com 4 ou mais -

variaveis.
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