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ABSTRACT - A Comparison between Methods
to ( Compute the E1genvalues of Companion Ma
trixes,

The article deals with a new way propo
~ed to compute eigenvalues of companion ma-
trixes using symmetrizers. There will also-
be a comparison between this and the best =~
known method.

RESUMO -

O artigo trata de um novo caminho propos
fto para computar os autovalores de matrizes
companhelras utilizando-se 31metrlzadores.
Sera felta, tambem, a comparagao com o melhor
matodo existente.-

I - INTRODUGAO:

Devido a grande importancia da aplica--
cao de autovalores na Engenharia’ e outros-
ramos, atualmente sao feitas muitas pesqui-
sas a respeito, principalmente tratando-se-
de autovalores de matrizes nao- 51metr1cas
ja que o processo normalmente usado e multo

lento.

0 estudo sera feito com uma classe de-
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matrizes, as matrlzes companheiras C [gj,e
a comparagao sera entre a aplicagao do al-
goritmo QR [1, 2], que nos fornecera um a
matriz onde os elementos da diagonal prin
cipal sao os autovalores de C , o_outro me
todo, usar-se-a simetrizadores [5] e a par
tir da matriz simétrica obtida, poder-se-a
aplicar o algoritmo de Householder - Sturm
-~ bissecgao 1,2,4,7,8,10] para - computar
0s autovalores,

A dificuldade do método QR, & que ape-
sar de ser um dos melhores presentemente
para matrizes gerais, e iterativo e conver
ge muito demoradamente, enquanto que pelo
outro caminho, espera-se que o metodo cer-
tamente convirja e tenha boa estabilidade.

SEJAM DADAS AS SEGUINTES DEFINICOES:

Def. 1l.1.: Sao chamadas matrizes compa
nheiras as matrlzes C que tem a seguinte -
forma:

0 g s
0 O LI I
c =" ) ' ' sasne AN)

E uma propriedade dessas matrizes e que
det (C-AI) = AR= c ARl | | - coa- ¢

Logo, as raizes de

S I n-1_ _ _
f(x) = x c X e coX=c,

sao os autovalores de C.



Def. 1.2: Uma solugao simetrica X da &
quacao matricial XS= sT X e dita llnetrlzado
ra de S, e a matriz S € dita simetrizavel-
neste caso.

Def. 1.3: Uma forma hermitiama e dita
positiva definida se x*F x > 0, ¥ x # O,on
de F € uma matriz e x € um vetor coluna.

Def. 1.4: Uma matriz hermitiana F e po
sitiva definida se e somente se a forma
hermitiana associada a F e positiva definl
da. .

Def. 1.5: Uma matriz hermitiana F e po
sitiva definida se e somente se todos © s
menores principais 1ideres sao positivos.

Def. 1.6: Uma matriz hermitiana F & po
sitiva definida se e somente se todos 08
autovalores de F sao numeros reais positi-
vos.

As matrizes negativas definidas sac de
finidas analogamente.

IT - UMA APLICAGAO DE SIMETRIZADORES

Pela definigao de autovalores, temos
que:

CX=AX 8 B 8 3 & 0 8 00 E YT (2)

onde C € a matriz companheira real (1) e x
um vetor coluna,

Tomando a simetrizadora X de C e pre-
multiplicando em (2) temos

XCx = AXx
Chamando A = XC e B = X entao '
Ax = ABx

onde A e B sao matrizes simetricas reais.
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Quando B & uma matriz positiva defini-
da, o problema Ax = ABx pode ser reduzido
ao problema simétrico padrao Ez = Az com E
simétrica, usando-se a fatorizagao de Cho-
lesky em B. Pode-se mostrar isso seguindo
os livros de Wilkinson [1,2]:

Seja L uma matriz triangular inferior-
tal que LLT=B, entfo podemos escrever Ax =
= ABx como

Ax = ?\LLT X ou

L-l Ax = A LT X ou

1 a1 % = 31T
L_lA(LT)"1 e z = LTx ters

]

Chamando E
mos

Ez = Mz
onde E € uma matriz real e simetrica.

Com E conhecida, poderemos entaocompu-
tar os autovalores X de E, que sao os mes-
mos de C, aplicando-se o método de House-
holder - Sturm - Bissecgao [1,2,4,7,8,161.

A dificuldade que esse método .poderia
apresentar, seria na computacao da matriz
simetrizadora X, de forma que ela seja po~
sitiva definida, mas esse problema & evita
do utilizando-se as Matrizes de Hankel.

IIT - MATRIZES DE HANKEL

Def. 3.1: Sejam s{ = trago (cty, i=0,1,
... Entao chama-se Matriz de Hankel das So
mas de Newton, toda matriz que tem a forma
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R | k-1
51 52 " Sk
Hkk = . L] [ ] , kul’z,'.,n
‘ . ... (3
Spe1 Sk ** B9p—2

onde s; sao as somas de Newton, isto &,

. — n— n—l—.
Def. 3,.2: Sejam f(x) = C 41¥ "Cp X
= @ x0~2 - ~ c =1
n-]_ "« 0w CZX Cl >om cn+1
e
o = m _ m-1 . ° _m-2 | _
g (x) bos1¥ b_x b 1% «eo=b,yx=b,

cols pollnomlos de grau n e m, com uOEflCl

entes reais, m < n. Entao as quantidade s, 5

i=-1,0,1,2,...., definidas por
g(x) _ S_1 4+ 80 , §1 \ Sy L
£ (x) X x2 x3

P~ ‘ .
sao chamadas de Parametros de Markov asso-
ciados a fungao racional

e as matrizes

SORS
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0 1 k-1
8, 8y e 8
Hkk = ; . . } 2 A S
L ] L] [ ] T (4)
\ sk"'l Sk [ | BZk-Z / .
sao as matrizes de Hankel associadas aos

Parametros de Markov.

Existem relagoes recursivas simples pa
ra generalizar os coeficientes das matri-
2es de Hankel dos Parametros de Markov.

Por exemplo, no caso n = m essas rela-

goes sao dadas por —
8.1 7 bn+1
Bl By Bpen ove "Gy 8, = -b1
-

St T CpSg-1 v TC¢y8, = 0 (t=n,n+1l,n+2)
No caso particular quando g(x) = f' (x)
(la, derivada de f ( %)), foi mostrado por

Datta [QJ que a matriz de Hankel dos Para-

metros de Markov (4) associada a f(x) e f'(x)
e justamente igual a Matriz de  Hankel

das Somas de Newton (3)(e as relagoes re-
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cursivas satlsfeltas pelos Parametros de
Markov neste caso sao:

5_1 = (

S, = n

s, -~ cnso = = (n-1) c

Sp T Cp8) T €189 " - =(@=2)c n-1
ete

resultando:

S, = n = trago(Cp)

0
8, = ¢ = traco (Cl)"
l,«. n §
= o2 5 2
.s'.f2 (cn.+ 2cn_1 trago (C7)
etc

Mostraremos agora que a matriz de
Hankel das somas de Newton (39 E uma sime -
trizadora de CT e essa matriz & positiva de
finida se, € somente se, 08 autovalores de
C sao reais e distintos,

A demonstragao e dada seguindo o arti-
go de Datta [3] :

Usando as relagoes recursivas entre os
elementos da matriz de Hankel, podemos ver
facilmente que
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Sl 82 o0 Sk
i =| : : & simdtri-
ca
*k ®k+l ... S2k-1 / K = 1,...,N
- _ T
Entao CH -"H C T N S I I B ] (s)

kk ~ “kk _
Seja agora Hyp positiva definida.

Entao, podemos escrever (-6)' na forma
=] 2

~1/2 _
Kk L Hyy = H

172 .z, -5/2

& kk kk

~1/2
kk

1/2

E, se P = H Kk

C H temos

T irE 2 -1i2 _ H -142

1/2
P Hyy " By = Bt "

C Hkk

P
Mostrando que P & simetrica.
- - 1/2 —1/2 - . A
Tambem C Hkk PHkk e similar a

Como C & similar a uma matriz simetri-
ca, logo os autovalores de C sao reais,

Sejam A1, X25,..., Ap Os autovalores de
C.

Como os autovalores de C sao reais, po
de-se escrever



T SR
_ 2 2 2,
B Tl T .
_ lk—l [ k-l 'k-l
k= Lyexam} &y 22 a0 Mk
2 k=1
1 Ay Bea My
2 k-1
L Ay Aee Xy
L] . . . - VVT
g 2 k-1
1oy -

L]

onde V € a matriz de Vandermonde. Como Hyy
e _positiva definida, V € nao-singular e a
nao- 31ngu1ar1dade de V significa qu 11: -
.., Ap sao distintos.

Logo, ao inves de se trabalhar com C,
usar-se—a Cl que tem os mesmos autovalores.

OBSERVACAO: £ interessante observar que, a
iem de se usar a matriz de Hankel das So-
mas de Newton para computar os autovalores
reais e distintos de C como descrito acima,
podemos usar essa matriz para obter as se-
guintes informagoes sobré a localizagao de
autovalores de C, sem 05 mesmos serem com-
putados: os autovalores de C sao distintos
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e negativos positivos reais se, e somen-
te se, H & positiva definida e CH & negati
va positiva definida resultado acima
foi provado por Datta tﬁf{
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