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RESUMO

Exceder o limite dos conceitos bésicos das dlgebras de Boole tem sido
um dos desafios da ciéncia da computagdo — objetivando oferecer novas
técnicas e algoritmos para esta ciéncia. Com este intuito, desenvolvemos
aspectos tedricos das édlgebras de Boole produto, direcionados para a pro-
dugdo de técnicas na drea de reconhecimento de padrdes, assim como
alguns algoritmos e aplicagdes concretas destes.

ABSTRACT N
A structural analysis of product Boolean algebras is used as an intuifi"®
ground for the formulation of algorithms in pattern recognition. In this ana-t
lysis, we show mathematical results to elucidate the properties of PT oduCr
Boolean algebras relevant to undestand how its structure can be usqd fo
classification in the feature space. In this sense, we discuss two algorlthms

. o rl
for clustering selection in feature spaces where the clusters are not clear’y
delimited.
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Introducao

As~élgebras de Boole tém sido usadas desde o inicio da ciéncia da com-
putagao como uma de suas principais bases tedricas. Entretanto, na quase
totalidade dos casos, nio é ultrapassado o limite dos conceitos basicos
dessas algebras, embora essa 4rea de pesquisa receba hoje conceitos e téc-
nicas matematicas de considerivel sofistica¢do. Em [1] foi desenvolvido
um enfoque no qual sio utilizadas lgebras de Boole produto para codificar
seqliencias de bits, constituindo esse trabalho um novo enfoque e técnicas
de como a teoria das dlgebras de Boole pode ser usada no tratamento macigo
de dados. Consideramos que esse enfoque ainda tem muito por oferecer
em varias dreas da informadtica, e aqui continuaremos nesse caminho.

A finalidade deste artigo é desenvolver aspectos teéricos das algebras
de Boole produto direcionados para o desenvolvimento de técnicas na area
de reconhecimento de padrdes e assinalar alguns algoritmos e aplicacoes
concretas. Nesse sentido, definimos uma nova nogao de distancia, demons-
tramos alguns resultados matematicos nos quais essa nocdo intervém, e
consideramos alguns desenvolvimentos que mostram como ela pode ser
aplicada para uma melhor compreensao de possiveis métodos para proces-
sar uma informacao determinada. Por tltimo, discutimos alguns algoritmos
novos embasados nessa no¢do e indicamos campos de aplicagdo

1. Similaridade

O reconhecimento de padrdes trata em geral de se um determinado
objeto corresponde ou ndo com um determinado padrdo. No caso mais
comum, temos um conjunto de objetos e devemos classificé-los segundo
um padrio ou um conjunto de padroes. Neste contexto, classificar significa
subdividir o conjunto de objetos em varios outros conjuntos que retinem
0s objetos similares quando consideramos um padrao especifico. Em ou-
tras palavras, o padrdo determina a similaridade entre objetos e os objetos
similares sdo agrupados no mesmo conjunto. O estudo dos agrupamentos
(clustering) constitui uma das principais dreas de pesquisa em reconheci-
mento de padrées.

Vejamos um exemplo. Temos uma imagem em preto e branco e o pa-
drdo que vai determinar a classificagdo s@o os tons de cinza. Os agrupamen-
tos sdo os pontos (pixels) que tém cor similar. A maneira mais radical de
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entender a nocao de similaridade seria que dois por}tos Sao Similareg se tg
exatamente o0 mesmo tom de cinza. Nesse €aso teriamos pontos jg ;s (
seja, do mesmo tom de cinza) e pontos diferent.es. O minimo neCessarOiu
para uma classificacdo ¢ uma relagao que seja satisfeita pelos elementq, do
cada agrupamento, ou entre os elementos de cada agrupamento ¢ algurr?
outro. As vezes, essa relacao é definida a partir de uma relacdo mais simpleg
e um procedimento (um algoritmo). Nos casos nos quais a informacg 4
completa em relacdo ao problema tratado, dados dois objetos quaisquer
temos de poder dizer se essa relagdo simples € ou nao satisfeita por g

Na maioria dos casos, a classificacao por igual ou diferente nio resulta
a mais apropriada, pois existem freqiientemente nuances que requerem
uma classificacdo mais sofisticada. A maneira mais natural de pensar isto
é recorrer a algum tipo de medida da similaridade (Theodoridis, 357). A
forma imediata de pensar essa medida de similaridade € como uma men-
surabilidade, ou seja, uma funcdo que estabeleca uma quantificacio. De-
talhadamente, se A é o conjunto dos objetos a serem classificados, entdo
uma mensurabilidade é uma funcdo p: Ax A— M, sendo M o conjunto
imagem da mensurabilidade. Nem todo conjunto é apropriado para ser
usado como base para uma mensurabilidade. Se um conjunto tem uma
ordem total e as operacoes aritméticas definidas nele, entdo a imagem da
funcdo de mensurabilidade permite um tratamento simples e intuitivo, €
por isso é que sdo amplamente utilizadas mensurabilidades definidas so-
bre o conjunto dos niimeros reais, e também mensurabilidades discretas,
em graus inteiros, definidas sobre o conjunto dos niimeros inteiros. Esta
mensurabilidade formaliza uma nogdo de proximidade, que significa qué
os objetos mais similares estdo, num sentido abstrato, mais proximos. 0
contrario da nog¢ao de proximidade é a nogdo de distancia, que representd
o grau de dissimilaridade entre dois objetos.

Para uma discussdo mais geral observamos que poderiam ser Us,adas
nogoes diferentes de uma mensurabilidade sobre um conjunto de NP’
ros. O que aparece como realmente indispensével é que no conjunto il
gem da funcdo de mensurabilidade possa ser definida uma relagao (.je b
dem, pois com auxilio dessa relagdo podemos colocar limites € COHS‘defar
o conjunto de elementos dentro desses limites. Se nio existir tal felaqa(z
pode ser dificil ou impossivel usar o conjunto da imagem para geral gn;s
classificagao. Por exemplo, a utilizagdo de relacGes que nao sac o ’ili'
pode necessitar de critérios adicionais para tomar conta de subgrafos ¢
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cos da rela(;f?lo. Em geral, precisamos estabelecer de uma maneira mais
exata a n0gao de similaridade e, nesse sentido, a topologia dos espagos
métricos fornece uma nocao abstrata de distancia que pode ser usada com
sucesso para representar o grau de similaridade entre objetos.

2. Nocgoes de distancia

A nocao de distancia da geometria foi generalizada em topologia dos
espagos metricos. Para isso foram abstraidas as caracteristicas fundamen-
tais, que foram resumidas na Definicdo 2.1.

Defini¢do 2.1 Dado um espaco E, uma funcdo de Eem R é uma distancia se:
a) d(x,x)=0,VxeE;

b) d(x,y)=d(y,x),Vxy € E;

c) d(x,y)=0;=;x=y,VxyeE;

d) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z),VxyzeE.

Em reconhecimento de padrdes tém-se definido diversas nogoes de
distancia. Uma nocdo abstrata de distancia parece uma maneira natural de
representar as diferengas. De uma maneira mais geral, uma representacao
geométrica abstrata faz uso de um espaco de caracteristicas (feature space).
Os objetos passam a ser vetores nesses espagos € a proximidade representa
a similaridade entre eles. Nesse sentido, a condi¢do c) da Defini¢ao 2.1
enuncia a identidade dos indiscerniveis nesse espago, ou seja, que dois
objetos sem nenhuma diferenca (representada pela distancia 0), sao iguais.
Isto pode ndo ser necessariamente verdadeiro no uso da no¢do de distan-
cia em reconhecimento de padrdes, pois pode ocorrer que nem todas as
caracteristicas estejam representadas no espago em questao, de modo que
dois objetos diferentes poderiam ser indistinguiveis nesse espago. De qual-
quer maneira, isto ndo representa nenhum problema sério, pois podemos
pensar os objetos do espago de caracteristicas como C!asses de equivalén-
cia que reunam os objetos diferentes, mas de distancia 0 entre eles.

A quase totalidade dos casos que alguma nogao de distancia tem sido

utilizada em reconhecimento de padroes, segue a Definicao 2.1. Em alguns
o mais pertinente uma fun¢ao com imagem nos

ateristicas é discreto, implicando que
a discreta. Vérias nog¢oes de proximi-

poucos casos, se vé com
Inteiros, devido a que o espago de car
anocio mais apropriada também sej
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s W O
dade foram definidas, assim como também alguns critérios gerajg Utng

nogdo de proximidade é, em algum sentido, a no¢ao contraria a de distap.
cia. Mas as no¢des de distancia definidas ou implicitas nesses casos gy $d0
funcdes com imagem nos reais ou nos inteiros, ou nao satisfazem a4 con.
dicdes da Definicdo 2.1 (ndo seriam distancias de espagos métricos).

Um dos usos comuns dos espagos de caracteristicas, tem como objetog
seqiiéncias de bits. Nesses casos € usada majoritariamente uma funcio
com imagem nos inteiros!. Por exemplo, uma defini¢ao geral de uma fyp,.
cdo de distancia simples pode estar baseada na quantidade de bits que
diferem duas seqiiéncias. Em tal caso, a fungao passa a estar definida com
imagem nos inteiros (mais especificamente, nos naturais). As condigdes a)
a d) da Definicdo 2.1 podem ser verificadas. Para a condigao a) verificamos
que uma seqiiéncia nio difere em nenhum bit com ela propria. A condigio
b) também é imediata. Para c), se duas seqiiéncias ndo diferem em ne-
nhum bit, entdo sdo a mesma seqiiéncia. A condigdo d) precisa de um
argumento: sejam x e z duas seqiiéncias e seja d(x,z) = €. Seja y uma se-
giiéncia de bits. Suponhamos, sem perda de generalidade, que d(x,y) = o,
com o<e. Consideremos agora os bits nos quais x e y coincidem. Vemos que
y e z devem diferir no minimo em ¢-c bits. Caso contrério, se y e z diferem
em x bits, com x €-6, como esses sd0 0s mesmos bits em x e em Y, entao
os bits considerados de x e de z também difeririam s6 em «, sendo
d(x,z)=x+0<¢g, 0 que é uma contradi¢do.

Esta nocdo de distancia é, sem divida, interessante e de multiplas apli-
cacbes. Mas o problema que surge é que nao diferencia quais sdo 0s bits
diferentes. Se pensarmos, por exemplo, numa aplicagao tipica de agrupa-
mento (clustering) estaremos mais interessados em encontrar um conjun-
to que seja diferente do representante em determinados bits e ndo em Il
bits quaisquer. Com esta motivacdo foi que pensamos numa modificagao
drastica do conjunto imagem da funcéo de distincia. Para represental a
nossa noc¢do de distancia, em lugar de tomar valores em conjuntos como
os reais ou os inteiros, usamos uma algebra de Boole produto. Este enfoqu®
de utilizar 4lgebras de Boole produto para representar seqiiéncias de bitS Ja
foi utilizado por um dos autores em [1].

Uma dlgebra de Boole pode ser definida a partir de 3 operadores Ot d:
uma relagao de ordem. Segundo a primeira definiciio, uma algebra de B%°

3 = 4 y ue
! Na verdade, as vezes a fungao € definida com imagem nos reais, mas todos pontos

sdo imagem de algum elemento sdo inteiros.
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. umﬁ? S;ﬁ‘g:; (gf’/\’v""a’_]) onde (A, A,v) é um reticulado distributivo
? cob g JaBaole 2 com rnl.l’llmO 0 e méximo 1. Na segunda definicdo uma
algebr € € um conjunto ordenado ( A, <,0,1) no qual (A, <) cons-
mul’ngvamente um reticulado distributivo complementado com minimo 0
e maximo 1.

A equivaléncia das delS defini¢des pode ser demonstrada definindo
xAy=%x&x=y. Dadas dlgebras de Boole (4,,4,,..., 4, ;) pode ser de-
ﬁplda uma nova alge?bra de Boole, a édlgebra produto, que tem como domi-
nio o produto cartesiano A, x A, x...x A __, e as operacdes definidas ponto
a ponto: Se entendermos um bit como uma 4lgebra de Boole bindria, entdo
a maneira n.atural de conceber uma seqiiéncia de bits é a dlgebra produto,
onde 0 minimo esta representado pelo elemento que possui todos os bits
zerados e 0 maximo com aquele que tem todos os bits com valor 1.

Se olharmos as operacgoes e relacdes necessdrias na Defini¢do 2.1, vemos
que precisamos de uma operag@o + e de uma relagao p. A relagdo habitual
em 4lgebras de Boole produto é definida ponto a ponto, e foi a utilizada em
[1]. O candidato mais comum a representar a soma, € a uniao (join) que em
dlgebras de Boole é simbolizado por “v". O problema € agora encontrar
uma nocao de distancia definivel nessas élgebras. A opera¢ao booleana que
tem como resultado uma representacdo dos bits diferentes é o XOR, pois da
como resultado 1 quando os bits sdo diferentes e 0 no caso contréario?. Desta
maneira, sendo x e y duas seqiiéncias de bits, definimos d(x,y) = x XOR y.
Devemos, entdo, verificar as condigdes similares a Definicdo 2.1. Para isso
precisamos da definicdo geral de distancia em algebras produto.

Definigdo 2.2. Seja B uma dlgebra de Boole produto. d : Bx B— B € uma

distancia se:

a) d(x,x)=0,Vx € B;

b) d(x,y)=d(y,x),Vxy € E;

¢ d(x,y)=0=>x=y,Vxy € E;

d) d(x,z)<d(x,y)vad(y,z),Vxyz eE.

de verificagdo imediata. Por exem-

Para d) precisamos de um argu-
nidas ponto a ponto (ou seja,

Como no caso anterior, a), b) € ¢) sao
plo, para b) temos que x XOR y = yXOR x.
mento. Como as operagdes foram todas defi

mas nos processadores atuais essa operagao é

A operacgao é definida para um bit,  J1CE .
eqiiéncias de bits.

%plicada bit a bit, de modo que processa s
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bit a bit), é suficiente argumentar para um bit. Denominemos x,,y ¢ Z 0
n-ésimo bit de x, y e z, respectivamente. S_upor?hamos, sem perda de gene.
ralidade, que x, XOR z,=1, ou seja esse bit £ diferente em x e em z. Tem,
de provar que x, XOR y, V Vn XOR z, 1. Hasomente duas possibilidades:

ou x, ¥ , ou y, z ,. Portanto, X, XOR y, v ¥n XOR z, = 1.

3. Distancias e agrupamentos

A maneira mais simples de formar agrupamentos € considerar os ele-
mentos do espaco de caracteristicas mais préximos, no sentido que a fun-
¢do de distancia definida nesse espaco seja menor que um certo para ele-
mentos do mesmo agrupamento. Uma outra maneira, consiste em fixar
também uma distancia maxima, mas, em lugar de estabelecer que para
dois elementos a e b quaisquer do mesmo agrupamento vale d(a,b), deter-
minar que existe um caminho a = ay, ay..., @, = b tal que d(a;a;+;) para
elementos dessa seqiiéncia. Com o primeiro enfoque, o melhor que pode
acontecer é que exista um conjunto de representantes. Usamos proposita-
damente o termo “conjunto de representantes”, porque 0os agrupamentos
particionam o espaco, pelo qual existe uma relagao de equivaléncia impli-
cita que define os agrupamentos. Um conjunto de representantes pode ser
pensado como um elemento central para cada agrupamento, de modo que
para realizar a particdo do espaco é suficiente reunir todos os elementos
que se encontram a uma distancia do representante. Um tal conjunto de
representantes é chamado completo e definido como segue:

Definigdo 3.1. Dado um espago E, e uma distancia ¢, D c E é um conjunto
completo de representantes se:

a) d(x,y)>2¢Vx,yeD;

b) VxeE;dyeD d(x,y)<Ee.

A expressao 2e deve ser entendida somente como uma abreviaturd de
e+¢, pois uma nocdo de distancia que ndo tenha imagem nos conjunto>
hal?ituais, como os reais e inteiros, pode nio ter ou ndo ficar claro 0 que
seria o produto. A existéncia de um tal conjunto de representantes Qi

cie’nt.e para induzir uma parti¢do do espago em agrupamentos de objet®®
proximos.
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Propgsjgﬁo 3.1. Sej.a D um conjunto de representantes satisfazendo as
condigdes da Definicao 3.1. Entdo D induz uma parti¢ao do espago.

Demonstracdo: Para cada xe D, definimos x={ yeE:d(x,y) <€}
Devemos provar que P ={x:xe D} é uma particdo do espago E. Em pri-
meiro lugar, observamos que cada x # &, pois x € x. Para ver que UP = E,
s6 devemos argumentar no caso E c UP, pois a outra inclusao segue-se
da definicao das classes x. Seja x € E. Entdo Jy e D, por b) da Definigdo
3.1, tal que d(x,y) < ¢, e portanto xe y e P. Parax y, devemos ver que
xNy=. Para um raciocinio pelo absurdo, suponha que Fzexrzey.
Entdo, temos que d(x,z) eed(yz) e Somando essas duas desigualdades,
temos d(x,z) + d(3,z) 2 e. Usando b) e d) da Definicdo 2.1, temos que 2¢ <
dx,z) d(x,z)+ d(zy) = d(x,z) + d(y,z) 2 ¢, o que é uma contradigdo.

Dado um espacgo de caracteristicas, esse conjunto completo de repre-
sentantes pode estar entre os vetores que devemos classificar ou ndo. Neste
tltimo caso, esse conjunto completo de representantes € simplesmente
uma ferramenta para definir o agrupamento.

Se 0 espaco de caracteristicas é isomorfoa R" :ne N7, entdo a existén-
cia de um conjunto completo de representantes ndo sera freqiiente. Para
esclarecer mais este problema, vejamos as situagoes possiveis no agrupa-
mento:

1) O que determina o agrupamento tem importancia por si proprio. Por
exemplo, numa imagem de radiotelescopio as diferentes radiofreqiiéncias
tém relevancia por si mesmas;

2) no processamento de imagem denominado posterizac¢ao a situacao
é intermediaria. Ndo é tdo rigida como a anterior, mas também ndo seria
desejavel que existam duas dreas diferentes de tons muito préximos para
0 olho humano;

3) numa aplicagdo para marketing onde se pretenda obter perfis de
clientes na base de suas compras, a fun¢do de distancia utilizada para o
agrupamento nio tem valor por si mesma. Poderia, por exemplo, priorizar-
se a obtencdo de um ntimero pré-determinado de agrupamentos, ou seja,
de perfis de clientes.

Se voltarmos & nossa definicdo de conjunto completo de representan-
tes, observamos que a distancia que caracteriza os agrupamentos tem sido
considerada de uma maneira absoluta. Uma maneira de relativizar isto é

Considerar um ¢ para cada agrupamento A.
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. . ‘
E, seja D um conjunto de duplas - o
inima dependendo de x. Entdo dizemgy
representantes Se:

Definicdo 3.2. Dado um espaco
com xe E e ex uma distancia m
que D é um conjunto relativo de
a) d(x,y)>&, +8y;V(x,ex),(y,ey)eD;
b) Vvxe E;3(y,e,)€D d(x,y) < €.

encontramos na aplicacao dessas nocges g
que freqiientemente ndo existem conjuntos de representantes satisfazendo
algumas das defini¢des acima. Um outro problema € que se o conjunto
imagem da fungéo de distancia for R, entdo estamos particionando um
conjunto de pontos em hiper-esferas de raio € ou de raio &,, de modo que
em alguns casos o tal particionamento (finito) pode nao existir, indepen-
dentemente da existéncia ou ndo do conjunto de representantes. Particionar
usando hiper-esferas parece uma maneira mais problematica que usando
hipercubos, mas os hipercubos em R” podem ndo agrupar os objetos mais
préximos, por exemplo, se estiver perto de um vértice. Ou seja, dado um
particionamento de R"” em hipercubos um elemento de um agrupamento
pode estar mais distante do representante (centro) do agrupamento que
do representante de um outro agrupamento. Isto ndo acontece se tomar-
mos medidas sobre uma algebra de Boole, porque as medidas que satisfa-
zem 2 Definicdo 2.2 definem agrupamentos que correspondem aos hiper-
cubos booleanos.

Na realidade, dada uma nogéo de distancia numa dlgebra de Boole, €
muito facil definir uma particdo do espaco gerada pela funcéo de distancia
e um predeterminado.

Para isso, fixamos uma funcéo de distancia d (na realidade, o ), € umd
distdncia maxima €. Entado

H,,={yeB:d(x,y)< &}

O primeiro problema que

é um hipercubo booleano, e também uma 4lgebra de Boole3 com as 0perd”
¢Oes restritas. Representamos o minimo dessa dlgebra Ay, = x, AX; Aw Xns
com x; € H,,. Quando o ¢ fique claro pelo contexto, falaremos de Hx Pa®
0 mMaximo, usamos vy =X,V X;v...vx,. Um conceito interessante é0de
mdscara, que anotamos = H, e que € definido da seguinte maneira. Seja X
i-ésimo bit de x. Entdo

3NGA & B y . 3 - cidir
Nac(l) ¢ sub-dlgebra no sentido que o minimo e o méximo de Hx podem na° coincid
com os de B, mas as operagdes booleanas de Hx sio a restricdo das de B.
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(=H,); = 1 se e somente se Va,be H ;a, =b,
’ i

. Em outras palavras, = H, tem o i-ésimo bit setado se e somente se esse
bit é igual para todos os elementos de H,. = Efacil ver que, para a € H , vale
ar=p,= Ay . Se definirmos, para A c B,—A = [—a:ae A}, entdo temos
av==y, Vy,.Além disso, para a,be H,, temos que ar=, =br=, .E
facil ver que qualquer elemento de B, quando é considerado uma méscara,
particiona B em classes de equivaléncia. Cada uma dessas classes é uma
dlgebra de Boole, com as operacoes restritas e o minimo e o maximo defini-
dos a partir de um elemento qualquer da algebra e a mascara. Para cada
classe pode ser encontrada uma distancia ¢ € B tal que, se a e b pertencem
a mesma classe, entdo d(a,b) ¢. Em sintese, qualquer objeto da dlgebra é
um candidato para gerar uma parti¢io da algebra em objetos similares.

Quando analisamos as nogdes de distancia, falamos que podia ser de-
finida uma distancia baseada na quantidade de bits diferentes entre duas
seqiiéncias. Primeiro estabelecemos:

Definicao 3.3. Denominamos g(x) a quantidade de bits setados de x € B.
Agora podemos definir a distancia de Q(x,y), como:

Definicdo 3.4. Q:BxB—>N Q(x,¥)=q(=(,,;)

4. Algoritmos

As idéias analisadas geram uma nova perspectiva para aplicagoes, pois
as maneiras puramente pragmaticas ou parciais de trabalhar com seqiién-
cias de bits ddo lugar a uma teoria mais geral que se apresepta como gm
marco tedrico poderoso. Consideremos, por exemplo, alggntrpos do tipo
de morfologia bindria (BMCA), (Theodoridis, 5153). O primeiro passo, a
discretizacdo do espago de caracterist.icas pqde nao s‘;‘er necefse},no, pois o
espago j4 ¢ discreto. Pode ser necessério considerar a “resolugao” (Theodo-
ridis, 516) ou granulosidade, pois pode acontecer que ndo seja possivel
analisar todos os casos: se tivermos 32 bits e quisermos analisar todas as
possibilidades, terfamos que analisar 2% ~4,29 *10° casos. Uma solugdo
Simples para esse problema consiste em considerar l?locos de bits. Em nosso
exemplo, poderiamos dividir um elemento de 32 bits em 16 elementos de

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

86 REVISTA DE ESTUDOS UNIVERSITAmOS

. e
2 bits, e considerar somente esses blocos de 2 bits para todo tratamepy,

posterior. Na realidade, estamos definindo um horr}orfismo numa ggel,;,
de 16 bits, de modo que podemos utilizar 0s conceitos acima esqueceng,
a dlgebra original.

Como exemplo de aplicagdo destas idéias queremos apresentay um
algoritmo para agrupamento. Seja B uma dlgebra de Boole produto, Defi.
nimos primeiro:

Defini¢do 4.1. Para cada ne N, seja F, a familia de distancias de gray n,
definida por:

F,=yeeB:q(e)=n}
Podemos enunciar agora o seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.1. Deteccdo de agrupamentos por criacdo de vales (Cluster
detect algorith by valley creation, CDAVC).

Inicialmente considere todos os elementos de E como nao processados.
Fixe b,ne N.

Repita

Escolha um elemento nao processado x.

Considere no que se segue somente os elementos ndo processados.

Se houver alguma classe H,, para cada ¢ e F, com mais de n elementos:

a) Escolha as H,, com a quantidade méxima de elementos.

b) Para cada H,,, defina H', . =H, , -NgpH, ;.

c) Para cada ye H', ., escolha um dos H',, =H,, — .5, Hys COM
maior quantidade de elementos, forme um novo agrupamento €
considere x e os elementos de H,, como processados.

Se nao,
considere x como processado

Fim se.

Até ndo haver elementos ndo processados.

A vantagem deste algoritmo fica em evidéncia quando o espago de c&
racteristicas apresenta diferencas de densidade de elementos em diferen”
tes dreas, mas ndo existem “vales” ou 4reas sem elementos que facilite™
separagdo dos agrupamentos, mas também ndo queremos demasiadamente
poucos agrupamentos, mas separar aqueles que representam as areas
maior densidade. Com efeito, o significado de tirar a intersecao das classe®
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selecionad.as €, justamente, criar essas espécies de vales artificiais para tentar
dividir regioes grandes demais. Nesse sentido, tem uma certa analogia com
outros algoritmos, como os baseados em k-vizinhos-mais-préximos (Velaid,
88, Teorodidis, 485). Resulta interessante ver como a estrutura da algebra
de Boole permite um procedimento sofisticado que em outros espacos,
com o R" ficariam triviais. As diferentes distancias em F,, formalizam as
tentativas de definir as classes do elemento x em diferentes direcées do
espago booleano. Se pensarmos o espaco de caracteristicas, entdo essas
distancias representam a tentativa de encontrar conjuntos de caracteristi-
cas compartilhadas entre varios objetos. Isso d4 uma idéia de que pode ser
interessante em certos casos colocar um peso a cada elemento da algebra
de Boole, de modo que no passo a) do Algoritmo 4.1, em lugar de selecio-
nar as classes com maior nimero de elementos, somariamos os pesos dos
elementos de cada classe e selecionariamos as classes de maior peso.

Um outro algoritmo que queremos apresentar lembra o jogo do caca-
dor de minas:

Algoritmo 4.2 Cacador de minas (Minesweeper).

Determine um ke N e uma distincia e.
Divida de maneira uniforme o espago booleano em hipercubos (4lgebras
com a mesma quantidade de elementos).
Para cada hipercubo, calcule a quantidade de objetos.
Para cada hipercubo, adicione seus elementos aos de todos os hipercubos
vizinhos, o que resulta num ntmero n para cada hipercubo.
Considere todos os hipercubos com n<k como processados e os demais
como nao processados.
Considere todos os objetos como nao processados
Repita

Escolha um ¢ entre os hipercubos ndo processados de maior n.

Se existir elementos ndo processados nesse hipercubo

Escolha um elemento x ndo processado desse hipercubo.

Forme um agrupamento A={ yeB:d(x,y) < €}, usando somente y
Nao processados.

Considere c e todos os elementos de A como processados.

Se ndo

Considere ¢ como processado.

Fim se.
Até todos os hipercubos ser processados.
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Uma maneira de encontrar os hipercubos vizinhos consiste epy, usar
minimo de cada um dos hipercubos (que sdo, como vimos, algebrag i
Boole com as operacdes restritas). Dois hipercubos s&o vizinhgg S o
respetivos minimos x e y sdo diferentes e contiguos: oy Xy e
-3z (x<zAz<y)ouyx e =3z (y £z Az < x). Novamente aquj pode.
mos considerar pesos, da maneira discutida no algoritmo anterior,

4. Conclusdo

O uso das dlgebras de Boole produto para representar seqiiéncias de
bits parece ser um terreno de amplas perspectivas e que possibilita novas
pesquisas e desenvolvimentos. A definicio de uma nocdo de distincia
mostrada neste artigo provou ser frutifera proporcionando novos resulta-
dos e mostrando tanto como podem ser reformuladas as aplicacdes conhe-
cidas como produzir outras fundamentalmente novas. Os algoritmos mos-
trados pretendem fundamentar as tltimas. A estrutura das algebras de Boole
produto pode parecer complexa numa primeira visdo, mas logo se mostra
como altamente motivadora e oferece um novo enfoque no tratamento de
problemas conhecidos.

Um caminho que merece ser percorrido é a reformulacéo de algoritmos
conhecidos para identificagdo de agrupamentos levando em considerago
a estrutura mais sutil que resulta da utilizagdo de uma élgebra de Boole

como conjunto imagem da funcdo de medida. Uma promissora area estd
se abrindo para novas pesquisas.
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